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völlig unerwartet in München von einer heim- _ 
tiickischen Krankheit hinweggerafft worden. 
Wie fiir seine Wissenschaft, so wird auch fiir 
diese Annalen sein Hingang einen schweren, 
lange und tief nachwirkenden Verlust bedeuten. 
Denn in einem seinen vielfach verzweigten 
geistigen Interessen entsprechend reich geglie- 
derten Leben entfaltete er, in der klassischen 
Tradition seines großen Lehrers Helmholtz her- 


angebildet, wie kaum ein anderer der gleich- 


altrigen Fachgenossen eine gleichmäßig nach 


der experimentellen und der theoretischen Seite 
der Physik sich erstreckende, ungemein frucht- 
bare wissenschaftliche Tätigkeit. Was ihm 
aber seinen besonderen persönlichen Einfluß im 
Kreis der Physiker sicherte, war die Vornehm- 


heit und die Stärke seines Charakters, die ihn 


selbst unter schwierigen Verhältnissen befähigte, 


Am 34. August dieses Jahres ist a 
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% . 
seinen Uberzeugungen, die er stets warm und 
beredt zu vertreten wußte, auch nach außen 


den gehörigen Nachdruck zu geben. 


So hat er es auch verstanden, die Annalen der 
Physik, deren geschäftliche Redaktion er nach 
dem tragischen Ende von Paul Drude im 
Juli 1906 übernahm, auf ihrer alten Höhe 
zu halten und sie insbesondere durch die 
schweren Zeiten des Krieges und der Geld- 
entwertung mit sicherer Hand hindurchzu- 
steuern. Die Hoffnung, daß er noch lange 
Jahre diese Tätigkeit werde ausüben können, 
hat sich nicht erfüllt. Aber das von ihm Ge- 
schaffene wird bleiben, und seinen Nachfolgern 
wird es obliegen, die Arbeit nach Möglichkeit 
in seinem Geist und in dankbarer Erinne- 


rung an seine Verdienste fortzufihren, 


Berlin und Leipzig 
September 1928 


Redaktion und Verlag 


der 


Annalen der Physik 
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1. Der Wirkungsquerschnitt 


von Gasmolekülen gegenüber Alkaliionen 


re von 1—30 Volt Geschwindigkeit; 


Tee von Carl Ramsauer und Otto Beeck 


Inhaltsübersicht: I. Prinzip der Methode. II. Anordnung im 


einzelnen (Erzeugung der Ionen — Meßeinrichtung — Magnetfeld — 
Elektrometer, Pumpe, Vakuummeter — Versuchsgase). III. Messung im 
einzelnen (Ionengeschwindigkeiten — Ionenmengen — Gasdruckfragen). 


IV. Meßergebnisse (Meßbeispiel — Wirkungsquerschnittskurven). V. Dis- 
kussion der Meßergebnisse (Vergleich mit den entsprechenden Ergebnissen 
an Elektronen — Zur Frage etwaiger Umladungen — Vergleich unserer 
Ionenradien mit anderweitig ermittelten Ionenradien — Vergleich unserer 
Gasmolekülradien mit den gaskinetischen Radien — Ionenwirkungsradien 
und Gasmolekülgröße). Zusammenfassung. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit!) ist die experimentelle 
Festlegung des Wirkungsquerschnitts neutraler Gasmoleküle 
gegenüber langsamen Alkaliionen. Unsere Versuche entsprechen 
daher formell den Messungen über den Wirkungsquerschnitt 
neutraler Gasmoleküle gegenüber langsamen Elektronen und 
bilden sachlich einen Ausläufer der Kanalstrahlphysik nach 
kleinsten Geschwindigkeiten hin. Zu der viel behandelten 
Frage der Alkaliionengröße liefern sie insofern einen neuartigen 
Beitrag, als der Wirkungsradius des Ions gegenüber einem 
neutralen Partner bestimmt wird und als die Untersuchung 
im gasförmigen Zustand erfolgt. 


I. Prinzip der Methode 


Die Meßeinrichtung entspricht im wesentlichen der magne- 
tischen Meßanordnung, wie sie der eine von uns bei seinen 
Elektronenuntersuchungen benutzt hat.?) In Fig. 1 ist F die 


!) Im Auszug vorgetragen auf dem IV. Deutschen Physikertag. 
Phys. Ztschr. 28, S. 858—64. 1927. 

2) C. Ramsauer, Uber den Wirkungsquerschnitt der Gasmoleküle 
gegenüber langsamen Elektronen (I. Fortsetzung). Ann. d. Phys. 66, 
S. 546. 1921. 7 
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: noch näher zu besprechende Ionenquelle. Die von ihr emittierten 
Ionen werden durch ein elektrisches Feld, z. B. 4 Volt, be- 
sehleunigt und auf dem punktiert gezeichneten Kreis durch ein 
kräftiges, senkrecht zur Zeichenebene stehendes Magnetfeld 
herumgeführt. Gemessen werden im ganzen 4 Werte, nämlich 
die beiden Elektrizitätsmengen i,, J,, welche bei einem kleineren 

_ Gasdruck p,, und die beiden Elektrizitätsmengen t,, J,, welche 


Zlekrometer Zlektrometer — 


l 


u Weg W von F bis zum Eingang von K, 

Fig. 1 
bei einem größeren Gasdruck p,, nach Durchlaufung des 
kleineren oder größeren Weges w bzw. W bis zum Eingang 
des vorderen und des hinteren Käfigs (K, bzw. K,) gelangen, 
also entweder in beiden Käfigen zusammen oder nur in dem 
hinteren Käfig gemessen werden. Daraus läßt sich dann in be- 
kannter Weise die Beeinflussung der Ionen durch die Gasmoleküle 
längs des Kreisbogens W — w im vorderen Käfig bestimmen 
und der wirksame Querschnitt des betreffenden Gases gegen- 
über den betreffenden Alkaliionen berechnen!), während die 


1) C. Ramsauer, Über den Wirkungsquerschnitt der Gasmoleküle 
gegenüber langsamen Elektronen. Ann. d. Phys. 64, S. 522. 1921. 
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zugehörige Geschwindigkeit durch das benutzte magnetische 5 ol 
Feld gegeben ist. Es ist q, d.h. die wirksame Querschnitts- 
summe aller Moleküle für 1 cem und 1 mm Druck bei 0° C, 
in em? gegeben durch die Gleichung: 
4.5 

Dieses q entspricht dem gesamten Querschnitt der Molekiile, 
welcher in irgendeiner Weise das Ion aus der Kreisbahn aus- 
schaltet, sei es durch Absorption oder durch Ablenkung oder 
durch Geschwindigkeitsverlust oder endlich durch Umladung. 

Dabei muß aber betont werden, daß Ablenkung und Ge- 
schwindigkeitsverlust nur bei unendlich schmalen Spalten 
durch die Messung voll erfaßt werden, so daß also bei endlichen 
Spalten der Wirkungsquerschnitt immer zu klein ausfällt. Die 
Größe dieses Fehlers läßt sich nicht angeben, solange nicht die 
Einzelwirkungen näher bekannt sind. Ionen unterhalb eines ge- 
wissen mittleren Ablenkungswinkels bleiben ohne Einfluß auf die 
Berechnung vong. Bei den von uns benutzten Dimensionen ergibt 
sich dieser Winkel im Mittel zu etwa 6°, wobei es sich aber nur 
um eine rohe, mehr oder minder willkürliche Schätzung handelt. 

Im Gegensatz zu den Wirkungsquerschnittsmessungen 
gegenüber den punktförmigen Elektronen spielt hier der wirkende 
Querschnitt des Ions die gleiche Rolle wie der wirkende Quer- 
schnitt des Gasmoleküls. Das Ion und das Gasmolekül werden 
sich also nur dann nicht beeinflussen, wenn der Abstand ihrer 
Mittelpunkte mindestens gleich der Summe der Wirkungs- 
radien ist. Die mathematischen Verhältnisse lassen sich am 
besten nach Analogie der kinetischen Gastheorie veranschau- 
lichen, wo zur Vereinfachung der Rechnung nach Clausius 
bekanntlich so verfahren wird, als stände ein punktförmiger 
Partner einem Partner von doppeltem Radius gegenüber. 
Ebenso können wir in unserem Falle das Ion als punktförmig 
einem Partner gegenübergestellt denken, dessen Radius gleich 
der Summe der Radien des Gasmoleküls und des Ions ist. Der 
Querschnitt dieses Partners ist dann der gegenseitige Wirkungs- 
querschnitt. Bezeichnet man mit r„ und r, die Wirkungsradien 
des Moleküls bzw. des Ions und mit n die Anzahl der Moleküle 
in ccm bei 1 mm Druck und 0°C, so besteht die Beziehung 
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Gemessen wird unmittelbar das q nach Formel (1), die Summe 
der Wirkungsradien läßt sich dann nach Formel (2) berechnen, 
aber nur als Ganzes, also ohne daß die Einzelsummanden für sich 
bestimmt oder auch nur als selbständige Größen gedacht werden 
können.!) 

II. Anordnung im einzelnen 


Erzeugung der Ionen. — Zur Erzeugung der Ionen dient 

ein mit Alkaliamalgam durchtränkter, elektrisch geglühter 
Platin- oder Platin - Iridium- 

streifen von 2 mm Breite und 

| a | 1/199 mm Dicke. Die Herstellung 

as 1 geschah folgendermaßen: In der 
Hy G unteren Hälfte einer kleinen 
4  Stahlbombe, deren Größe sich 

aus Fig. 2 ergibt, befindet sich 
eine Legierung von Quecksilber 
und Alkalimetall. Bei den billi- 
geren Alkalien wurde die Legie- 
rung so gewählt, daß sie der 
\ eutektischen Mischung ent- 
A sprach und damit den niedrig- 
g sten Erstarrungspunkt des Ge- 
misches hatte.?) Dagegen ent- 
hielten die Amalgame des 
Cäsiums und Rubidiums nur 
einige Zehntel Gewichtspro- 
zente Alkalimetall. In der 
oberen Hälfte der kleinen 
Bombe sind zwei Streifen 


"ati 1 se 
If Platin a, b montiert. Diese 


7 S_ Bombe wird in einem Blei- 


Vorrichtung zur Amalgamierung Zinnbade auf etwa 330° C o> 
Fig. 2 hitzt und dann eine kurze Zeit, 


meistens 20 Sek., umgedreht, 
so daß die Platinstreifen von dem heißen Amalgam umspült 
werden. Die Zeit war so gewählt, daß die Platinstreifen einer- 
seitsfmöglichst viel Amalgam aufnahmen, andererseits nicht 
zu brüchig wurden. 


1) Vgl. in dieser Beziehung auch die Erörterungen auf $. 23. 
2) Vgl.Landolt-Börnstein: Tabellen. 5. Auflage. 1. Bd. 1923. S.525. 
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Mefeinrichtung. — Das 
Meßkästchen, dessen Gesamt- 
ausdehnungen und Einzelteile 
sich aus Fig. 1 ergeben, ist aus 
sauber geschmirgeltem Mes- 
singblech hergestellt. Beson- 
dere Sorgfalt ist darauf ver- 
wandt worden,beiZusammen- 
setzung die Einzelteile nicht 
mit den Fingern zu be- 
rühren. Der mittlere Radius 
der Kreisbahn war 1,35 cm. 
Die Länge des bei der 
Messung in Betracht kom- 
menden Bogens im vorderen 
Käfig(W — w) betrug 2,06em, 
die Spaltbreite 0,15 cm und 
die Spalthöhe 0,8 cm. Das 
vorderste von den Ionen zu 
durchlaufende Fach zwischen 
den Spalten 1 und 2 war 
nach außen hin nur durch 
ein Gitter von dünnen 
Drähten statisch geschützt, 
wodurch störende Reflexio- 
nen und Raumladungen an 
dieser Stelle vermieden wur- 
den. Bevor die Ionen in 
den vorderen Meßkäfig ge- 
langen, ist ihre Kreisbahn 


Gesamtanordnung 
Fig. 3 
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durch die Spalten 1, 2, 3 definiert. Spalt 5 liegt ebenfalls auf 
diesem Kreis. Die Öffnungen 4 und 6, die zur Definition des 
Strahlenbündels nicht beitragen sollen, sind etwas größer in 
den Ausmessungen, damit sie nicht störend wirken. 


Das Meßkästehen war zur Evakuierung in einem eng- 
anschließenden, elliptisch gestalteten Kupferzylinder unter- 
gebracht, um die Magnete möglichst nahe an das eigentliche 
Meßkästchen heranführen zu können (Fig. 3a). Die beiden, 
auf einem besonderen Messinghalter montierten Glühfolien F, 
von denen die zweite als Reserve dient, wurden durch den 
Schliff S (Fig. 3) eingeführt und befanden sich etwa 2 mm 
vom Spalt 1. Beide Folien kreuzten den Spalt und waren von 
oben her durch den kugelförmigen Glasansatz A zu beobachten. 
Die Anordnungen des Rohransatzes P zur Pumpe und des 
Kühlrohres K gehen aus der Fig. 3 hervor. Letzteres diente 
bei Kühlung mit flüssiger Luft zur Kondensation des Queck- 
silberdampfes und der Fettdämpfe. Eine in der Leitung zur 
Pumpe vorgesehene, mit flüssiger Luft gekühlte Quecksilber- 
falle erwies sich als überflüssig. Zur Vermeidung unnötiger 
Kittstellen waren der Ansatz M zum Me Leod-Vakuummeter 
und die Gaszuführung @ durch das Kühlrohr geführt. Die 
eigentümliche Anordnung ist außerdem durch das Messen im 
strömenden Gase bedingt (vgl. S. 13). — Sämtliche Metall- 
teile der Apparatur mit Ausnahme der beiden Meßkäfige und 
des Folienhalters waren geerdet. Die Isolation der Meßkäfige 
mit den Elektrometerleitungen geschah, wie üblich, durch 
Bernstein. Die Mitte der Glühfolie war zur Beschleunigung der 
Ionen mittels einer entsprechenden Schaltung auf ein gegen 
Erde positives Potential geladen. 


Magnetfeld. — Das Magnetfeld, das in Figg. 1 und 3 senk- 
recht zur Zeichenebene zu denken ist, wird von zwei mit Eisen- 
kernen versehenen koaxialen Spulen erzeugt, zwischen denen 
sich das in den Kupfermantel eingeschlossene Meßkästchen be- 
findet (Fig. 3a). Die anzulegende Feldstärke schwankte je nach 
dem Atomgewicht des abzulenkenden Teilchens und je nach 
seiner Geschwindigkeit zwischen 400 und 4000 Gauss. Die 
Länge der Einzelspule, die mit etwa 20 Lagen eines 2,2 mm 
dicken Kupferdrahtes bewickelt ist, beträgt 35 em, ihr 
innerer Durchmesser 11 cm, der Abstand zwischen den 
Polen 63cm. 
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ial H wurde als Funktion der Stromstärke J in Amp. nach 
bekannter Methode fiir die kernfreien Spulen gefunden zu 
49,5 Gauss/Amp., für die Spulen mit eingesetzten Einsenkernen 

At 


Zohpunkte = 
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4 6 é 70 72 14 
Magnetfeldeichung 
Fig. 4 


entsprechend der Kurve ©© in Fig. 4 (über die Kontroll- 
punkte AA in der Figur vgl. 8. 11). 

Elektrometer, Pumpe, Vakuwummeter. — Bei der Wahl der | 
Elektrometer mußte nicht nur auf gute Empfindlichkeit, 
sondern vor allem auf die Möglichkeit zu raschem Arbeiten 
gesehen werden. Beide Eigenschaften vereinigten in bester | 
Weise zwei Saitenelektrometer nach Lutz-Edelmann mit 
Quarzbügel; bei einer Hilfsspannung von 2 x 150 Volt betrug — 
die benutzte Empfindlichkeit 200—300 Skt./Volt. Bei den 
Messungen wurde auf strenge Proportionalität der Ausschläge 
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als Funktion der Aufladung gesehen, was sich für jede ge- 
wünschte Empfindlichkeit durch Anpassung der Backenstellung 
an die Fadenspannung erreichen läßt. 

Die Evakuierung der Apparatur geschah mittels einer 
dreistufigen Gaedeschen Stahlpumpe. Als Vorpumpe wurde 
eine rotierende Gaedekapselpumpe verwendet. Schwierigkeiten 
beim Arbeiten im Gasstrom (vgl. S. 13) sind bei Verwendung 
dieses Aggregates hoher Saugleistung nicht aufgetreten. 

Zur Messung des Vakuums wurde ein Me Leod-Vakuum- 
meter verwendet, dessen günstigster Meßbereich zwischen 
-3-10-2 und 1-10-* mm Hg lag. 

Versuchsgase. — Die benutzten Edelgase wurden uns von 
den Firmen „Linde, A.-G.‘“, Höllriegelskreuth bei München, 
und „Griesheim Elektron‘, Griesheim, zur Verfügung gestellt, 
wofür wir auch an dieser Stelle unseren besten Dank aussprechen 
möchten. — Die Nichtedelgase wurden den Gasvorräten des 
Instituts entnommen, welche sich für die verschiedenen Arbeiten 
über den Wirkungsquerschnitt neutraler Gasmoleküle gegen- 
über langsamen Elektronen im Laufe der Zeit angesammelt 
haben.?) 


III. Messung im einzelnen 


Ionengeschwindigkeiten. — Für die Ionen von der linearen 
Geschwindigkeit v und der Voltgeschwindigkeit P, der Ladung e 
und der Masse m, welche unter dem Einfluß des Feldes H auf 
dem Kreise mit dem Radius o in die Auffangekäfige gelangen, 
gelten die bekannten Gleichungen: 


4) PO 


Aus (3) und (4) kann die Voltgeschwindigkeit oder, was wir 
zunächst wegen der Proportionalität mit H vorziehen, die Ge- 
_ schwindigkeit in VVolt gefunden werden nach der Gleichung: 
e 

(5) H*?—.10 


wenn man H und o mißt und e/m entsprechend den benutzten 
Elementen wählt. 


N 
= 
9°. : 
= 01) Vgl. u.a. E. Brüche, Ann. d. Phys. 88, 8.1079. 192. 


7 Der Wirkungsquerschnitt von Gasmolekülen usw. 5 


man P zunächst als annähernd gleich der benutzten Be- 
schleunigungsspannung P’ einsetzt. 

Als Beispiel für eine solche Prüfung seien einige Ge- 
schwindigkeitsverteilungskurven wiedergegeben, wie man sie 


Die riehtige Wahl von e/m kann geprüft werden, = 


N 


/MENS. 


6 7 8 
Amp (Mag Feld) 


berechn Lage 


Kaliumamalgam 
Fig. 5 ! 


erhält, wenn man bei gegebener Beschleunigungsspannung und 
Glühstromstärke das Magnetfeld allmählich steigert. 

Die Kurve (Fig. 5) zeigt, daß wir es bei dem hohen 
Maximum mit einfachen positiv geladenen Kaliumionen zu tun 
haben, und daß unsere Messungen an der Stelle des K*- 
Maximums durch die Beimengungen, welche sich in dem 
zweiten niedrigeren Maximum zeigen, nicht gestört werden. = 


| 
on 
[ 
= ¥ = 
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; In Fig. 6 haben wir ein Na+-Maximum und daneben ein 
noch höheres K+-Maximum, welch letzteres durch geringe Bei- 
_ mengungen zum Natrium bedingt ist und hier nur deshalb so 
_ übertrieben stark hervortritt, weil die Glühtemperatur für Na+ 
noch zu niedrig ist; bei steigender Glühtemperatur tritt das K+ 
bald hinter dem Na+ ganz zurück.!) 
Die Kurven zeigen außerdem, daß man auch bei gleich- 
zeitigem Vorhandensein der nächst benachbarten Alkalien bei 


Mr 


“ | 
"aa 7 2131 4 5 
berechn Lage —— Amp (Mag. feld) 


Er Frisches Natriumamalgam; geringe Glühstromstärke 
Fig. 6 


Einstellung auf ein bestimmtes Magnetfeld doch mit einer 
Ionenart allein rechnen darf. 


1) Die fünf Alkalien zeigten beim Glühen ein typisches Verhalten: 
Während bei Li der Anfang der Emission erst bei heller Weißglut einsetzt, 
wurde beim Übergang zu höheren Atomnummern die für die Emission 
erforderliche Temperatur immer niedriger, so daß bei Cs die Emission 
schon kurz vor Beginn der Rotglut auftrat. Ebenso wuchs auch die 
Intensität der Emission mit der Atomnummer des Alkaliions stark an. 
Die Schwierigkeiten waren infolgedessen bei den Alkalien Li und Na am 
größten. Hier mußte zur Erlangung der erforderlichen Intensität die 
Glühstromstärke derartig schnell gesteigert werden, daß die Folien schon 
nach wenigen Einzelmessungen durchbrannten. ay rw 


4, 
- 
‘ 
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Diese Folgerungen sind dadurch etwas getrübt, daß die 
wahre Voltgeschwindigkeit, welche wir bei Berechnung des be- 
treffenden Kurvenmaximums kennen müssen, nur roh mit der 
angelegten Beschleunigungsspannung P’ übereinstimmt. Wir 
mußten daher einen Weg suchen, um P aus P’ genauer be- 
stimmen zu können. P und P’ unterscheiden sich um die 
Zusatzgeschwindigkeit p, welche sich aus Eigengeschwindigkeit 
der Emission und dem Kontaktpotential z' zwischen Ginhelie 
und Schlitzwand zusammensetzt: 


(6) 
P ist andererseits gleich const - J?, so daß wir erhalten: 
(7) const «-J?=P’+p. 


Nach dieser Formel kann man aus dem Versuchsmaterial 
für ein bestimmtes Amalgam und eine festgehaltene Glüh- 
temperatur für p einen genügend sicheren Mittelwert finden, 
indem man P’ als Ordinate über J? als Abszisse aufträgt. Auf 
diese Weise wurde z.B. p für Li=Folie — Messing zu + 0,6 Volt 
gefunden. 

Hierdurch wird P für größere Geschwindigkeiten mit ge- 
nügender Genauigkeit als P’ + p berechenbar und man erhält 
die Möglichkeit, die richtige Wahl von e/m mit aller Schärfe 
nachzuprüfen. In Fig. 4 ist eine derartige Nachprüfung in der 
Form vorgenommen, daß aus Gleichung (5) für das betreffende P 
und das gewählte e/m das zugehörige H berechnet und zum 
Vergleich mit dem H-Werte, der aus der Größe des benutzten 
Stromes J folgt, in Fig. 4 eingetragen ist. Die Übereinstimmung 
dieser Punkte (A A) mit der Kurve beweist dann einwandfrei 
die richtige Wahl von e/m. Darüber hinaus erhält man eine 
wertvolle Kontrolle über die Stärke des im Meßkäfig selbst 
herrschenden Magnetfeldes. 

Ionenmengen. — Die Schwierigkeit liegt hier in der stän- 
digen Variation der Versuchsbedingungen. Die Ionenemission 
nimmt meist schnell und ziemlich unregelmäßig ab und ebenso } 
verändert sich die Beimengung von fremden Gasen und Dämpfen | 
zum eigentlichen Meßgas mit der Zeit. Die Ausführung einer 
Wirkungsquerschnittsmessung muß daher auf den Zeitraum — 
weniger Minuten zusammengedrängt und so gestaltet werden, 
daß wenigstens die Variation der Ionenemission aus den Ergeb- 
nissen herausfällt. 2 


| Fi 
| 
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Eine solche Messung umfaßt die Aufsuchung der Magnet- 
felder!) für die Maxima der Verteilungskurven für den vorderen 
und hinteren Käfig und die Bestimmung der vier Elektrizitäts- 
mengen (i,, J; ig, J,) an der Stelle des Maximums, welche 
für den Druck p, bzw. p, bis zum Eingang der Käfige K, und 
K,, also in beide Käfige zusammen oder nur in den hinteren 
gelangen. Die Aufsuchung des Maximums wurde durch Ver- 
wendung eines passenden Ableitungswiderstandes nach Krüger 
sehr beschleunigt, indem das fast trägheitslose Fadenelektro- 
meter die Stelle des Maximums bei langsamem Steigen des 
Magnetfeldes ohne Aufnahme einer Geschwindigkeitsverteilungs- 
kurve unmittelbar erkennen läßt. Die Elektrizitätsmengen, 
welche in K, und K, aufgefangen werden, also 1, — J, und J, 
sowie ig — J, und J, wurden gleichzeitig durch je ein Elektro- 
meter an K, bzw. K, gemessen (i ist die Elektrizitätsmenge, 
welche bis zum Eingang von K, gelangt, also die Summe der 
Elektrizitätsmengen, welche von den beiden Elektrometern ge- 
messen werden!!). Dies gibt neben der Verringerung der Meß- 
zeit auf die Hälfte die Gewähr, daß eine Emissionsschwankung 
während der Messung ganz herausfällt, bringt aber einige Un- 
bequemlichkeiten mit sich. Erstens muß man die gegenseitige 
Influenz der beiden Auffangekäfige berücksichtigen. Dies ge- 
schah dadurch, daß man zunächst das Elektrometer für K,, 
welches durch die geringe Aufladung von K, nicht merklich 
beeinflußt wird, ablas und darauf erdete, so daß dann das 
K,-Elektrometer seinen ungefälschten Ausschlag zeigen konnte. 
Zweitens muß man das Verhältnis der Mengenempfindlich- 
keiten der beiden Elektrometer, welches sich bei der benutzten 


1) Dieses Magnetfeld kann für beide Käfige etwas verschieden aus- 
fallen, wenn die Lage der Blende 5 (vgl. Fig. 1) nicht genau dem durch 
die Blenden 1, 2, 3 festgelegten Kreise entspricht, doch gelang es uns, 
diese Verschiedenheit auf einen unwesentlichen Betrag zu reduzieren. 
Dies ist praktisch sehr wesentlich, da nur so ein gleichzeitiges Arbeiten 
mit 2 Elektrometern möglich wird. Eine weitere Schwierigkeit kann ent- 
stehen, wenn die Maxima der Verteilungskurven sich bei Gaseinlaß ver- 
schieben. Diese Störung trat bei unseren Versuchen nicht auf oder wurde 
jedenfalls dadurch unschädlich gemacht, daß die Geschwindigkeits- 
verteilungskurven sich bei Gaseinlaß verbreiterten. Näheres über diese 
Fragen, welche bei größerer Versuchsgenauigkeit, als sie hier angestrebt 
wird, eine wesentliche Rolle spielen, vgl. E. Brüche, Ann. d. Phys. 82, 
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hohen Empfindlichkeit dauernd etwas ändert, unter fort- 
währender Kontrolle halten. 


Alles in allem gelang es auf diesem Wege, die Messungen 
der Ionenmengen so weit zu verbessern, daß von dieser Seite 
zu befürchtende Ungenauigkeiten neben den sonst vorhandenen - 
unvermeidlichen Fehlerquellen nicht in Betracht kommen. : 


Gasdruckfragen. — Die Messungen wurden anfangs insofern 
in der gleichen Weise wie bei der Untersuchung des Wirkungs- ; 
querschnitts der Gasmoleküle gegenüber langsamen Elektronen 
durchgeführt, als der Anfangsdruck p, = 0 gewählt wurde. u 
Hierbei zeigten sich aber sehr starke Schwankungen, besonders 
in dem „Vakuum“-Intensitätsverhältnis J,/i,, welche durch die : 
unregelmäßige Abgabe von Gasen aus der glühenden Folie E 
hervorgerufen wurden. Wir ersetzten daher das Vakuum durch 
einen merklichen Gasdruck (p,) und gingen zum Arbeiten in 
strömendem Gase über, um die von den Glühfolien abgegebenen e 
Verunreinigungen in jedem Augenblick fortzuschwemmen. Das 
Gas konnte wechselweise aus zwei 500 cem großen Vorrats- \ 
gefäßen durch eine enge Kapillare in die Apparatur einströmen. 

Je nach der inneren Reibung des betreffenden Gases waren die 

Drucke in den Vorratsgefäßen verschieden zu wählen. Bei 
Verwendung von Argon z. B. waren bei Drucken von 50 und 
75 mm Hg in den Vorratsgefäßen die vom Mec Leod im MeB- >a 
raum angezeigten Drucke bzw. mm Hg. Zur 
leichteren Veränderung der Drucke in den Vorratsgefäßen : 
konnten diese durch eine unmittelbare Leitung mit der Pumpe 

und durch eine andere Leitung mit dem Hauptgasvorrat ver- 

bunden werden. Nach Durchführung dieser Einriehtungen | 
reduzierten sich die Meßschwankungen auf ein erträgliches Maß, 


Die richtige Druckmessung kann noch durch eine Er- u 
wärmung des Gases beeinträchtigt werden. Eine Einwirkung 
der Glühfolie war kaum zu befürchten, da die Folie immer in 
größeren Zeitabständen nur wenige Sekunden geglüht wurde, 
und da ihre Strahlung, die bei der Art der Montierung in erster 
Linie in Betracht kommt, von dem wirkenden Weg (W — w) im 
Innern des vorderen Käfigs durch zwei Messingwände getrennt 7 
ist. Sie hätte sich durch einen Gang der Werte mit wachsender 4 
Meßzeit bemerkbar machen müssen, was aber nicht beobachtet 
worden ist. Dagegen machte sich die Erwärmung des ganzen 
Kupferzylinders durch die Nähe der Magnetspulen, welche zum 


- 
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Teil stark belastet werden mußten, anfangs störend bemerkbar. 
Diese Fehlerquelle ließ sich aber leicht durch die Betätigung 
eines Ventilators beseitigen. 

Die Messung des Druckes im strömenden Gase mittels 
eines in die Nähe des Meßkäfigs geführten, mit dem Mc Leod 
verbundenen Rohres erschien bei der Langsamkeit der Strömung 
und bei der Kleinheit der benutzten Drucke unbedenklich. Wir 
hielten eine direkte Prüfung dieser Methoden aber doch für 
wünschenswert. Zu diesem Zwecke kehrten wir die Richtung 
der Beschleunigungsspannung und den Sinn des Magnetfeldes 
um und versuchten mittels der emittierten Elektronen die be- 
kannte Wirkungsquerschnittskurve des Argons zu reproduzieren. 
Die gefundenen Werte zeigten gute Konstanz, lagen aber im 
Mittel etwa 6 Proz. höher als die Originalkurven. Ein be- 
stimmter Grund für dieses Höherliegen konnte nicht gefunden 
werden, wenn es sich nicht vielleicht um einen Einfluß des 
Glühstrommagnetfeldes auf die Elektronen handelt, welcher bei 
den Jonenmessungen ohne Belang ist. Die Abweichung ist aber 
in Hinblick auf die sonstigen Meßschwankungen im ganzen so 
gering, daß diese Kontrolle der Druckmessung als befriedigend 
angesehen werden kann, 


& IV. MeBergebnisse 
7 Mefbeispiel. — Na*+-Ionen gegenüber A — Beschleunigungs- 
spannung 9 Volt — Magnetstrom des Maximums der Ge- 
schwindigkeitsverteilungskurve 3,57 Amp., entsprechend 1490 
Gauss, entsprechend einer wirklichen Geschwindigkeit von 
8,47 Volt bzw. 2.91 YVolt — Lufttemperatur 20°C — (K,),, 
(K,);, (Ke)g und (Ky). bedeuten die Ausschläge der mit K, 
und K, verbundenen Elektrometer bei den Drucken p, und p,. 


p, in Verhältnis » 
BER der Mengen- 
10" "mm Bg} empfindlichkeiten | | 10” mm Hg 


9.9 (17,6) 5,1) 
= 1,94 16,6 4,6 77,0 

18,2) 5,1 


Mittel: | 17,0) 6,9 | (17,5) 4,9 | 


Daraus folgt unter Einsetzung des Mengenempfindlichkeits- 
verhaltnisses; 


1 
= 
; 
Thr 
= | | 
B | | 
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i, = 17,0-1,94 + 6,9 = 39,9 
is) = 17,5- 1,94 + 4,9 = 88,9 
= 49 
Pı) für 0°C 7 = 0,00380 mm Hg. 
Diese Werte, außerdem (W — w) = 2,06 cm, in die Formel (1) 
eingesetzt, ergeben: 


| log nat 
8 39,9 '.38,9 ) ’ 


q= 40,5 für die Abszisse 2,91 7 Volt. 


ı Hg 


Wirkungsquerschnittskurven. 
Argon (Li*, Na*, K*, Rb*, Cs*) 


Das verwendete Argon stammte von der Firma ,,Gries- 
heim Elektron‘“.!) In Fig. 7 sind die Messungen für sämtliche 
untersuchte Alkalien Li, Na, K, Rb und Cs wiedergegeben. 
Die Kurven liegen in Wirklichkeit näher aneinander, sind jedoch 
der Übersichtlichkeit wegen auseinandergerückt, indem die Null- 
linie für jedes Alkali, entsprechend den kleinen Pfeilen senk- 
recht zur Ordinatenachse, eine andere ist. Die Streuungen der 
Punkte sind zum Teil recht erheblich. Bei Betrachtung der 
ungünstigsten Einzelfälle, Na und Rb in Fig.7, würde man 
vielleicht geneigt sein, die Kurven nicht so glatt hindurch- 
zulegen, wie es hier geschehen ist. Der Verlauf der besser meß- 
baren Nachbarkurven, bei denen die Punkte relativ wenig 
streuen, spricht aber auch in diesen beiden Fällen für einen 
glatten Verlauf. 

Die Meßergebnisse sind folgende: 

1. Der Wirkungsquerschnitt des Argons gegenüber den — 
Alkaliionen steigt beim Übergang zu kleineren Geschwindig- 
keiten anfangs langsam und schließlich bei Annäherung an 
1 Volt rapide an. 

2. Die verschiedenen Alkaliionen zeigen dabei einen mit 
der Atomnummer wachsenden Wirkungsquerschnitt. 


1) Die kleinen Verunreinigungen der Gase, die bei den Edelgasen | 
1 Proz. nicht überschreiten, gehen im Gegensatz zu spektralanalytischen 
Versuchen in die Wirkungsquerschnittsmessungen nur nach der Mischungs- 
regel ein. Ein Berücksichtigen der Verunreinigungen war daher unnötig. 
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oie Helium (Lit, K*, Cs*) 
u Es wurde Helium von der Linde A.-G. verwendet, das 
nach Angabe der Firma 99 Proz. He und 1 Proz. Ne enthielt. 
Fig. 8 gibt die Meßergebnisse wieder. Die Versuche wurden in 
diesem Fall nur auf die 3 Alkalien Li, K und Cs ausgedehnt. 
= Auch hier sind die Messungen der einzelnen Alkalien der Uber- 
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Wirkungsquerschnitt Helium gegen Li, K, Cs 
(Man beachte die Verschiedenheit der Nullinien!) 
Fig. 8°) 
sichtlichkeit wegen auseinandergerückt. Die MeBergebnisse sind __ : 

folgende: 

1. Genau wie beim Argon steigt der Wirkungsquerschnitt 
beim Übergang von größeren zu kleineren Geschwindigkeiten 
erst langsam und dann schnell an, doch ist der Anstieg bei > 
Annäherung an 1 Volt nicht so rapide wie beim Argon. | 

2. Die verschiedenen Alkalien zeigen wieder einen mit der , a 
Atomnummer wachsenden Wirkungsquerschnitt. 


Neon (Lit, K*, Cs*) 5 


Die Reinheit des benutzten Neons wurde von der Linde 
A.-G. zu 99 Proz. angegeben. Bei den in Fig. 9 dargestellten = 7 


o> 

ha 1) ) Die K+ -Kurve ist wegen ihrer punktiert gezeichnet. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 7 
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Meßresultaten sind wieder die Messungen der einzelnen Alkalien 
auseinandergerückt. Die Meßergebnisse sind folgende: 

1. Die Kurven sind, verglichen mit den Messungen an 

_ Argon und Helium, durch den flacheren Verlauf charakterisiert. 

Doch tritt das schnellere Wachsen des Wirkungsquerschnitts 

nach kleineren Geschwindigkeiten hin auch hier deutlich hervor. 
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2. Wie in den beiden vorhergehenden Fällen wächst der 
Wirkungsquerschnitt der drei untersuchten Alkalien Li, K 
und Cs mit der Atomnummer. 


NEON 
Sa A 
a 
2372-15’ 
fe) g 
| | | Ali | 
> 3 4 
—- Walt 


Wirkungsquerschnitt Neon gegen Li, K, Cs 
(Man beachte die Verschiedenheit der Nullinien) __ 


Fig. 9 


Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff (K*) 


Bei der Ausdehnung unserer Untersuchungen auf die nicht- 
| edlen Gase H,, O, und N, (Fig. 10) verwendeten wir nur 
_ Kaliumionen, einmal weil das Kalium sich im allgemeinen günstig 


verhalten hatte, und andererseits, weil es in der Mitte der ganzen 
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Alkalireihe steht. Im übrigen kam es uns darauf an, neben die 
erste Versuchsreihe, die einen Überblick über das Verhalten 
sämtlicher Alkalien in einem Gas gibt, eine andere zu stellen, 
die das Verhalten eines Alkalis in einer ganzen Reihe von 
Gasen ergibt. Die verwendeten Gase stammten aus den Gas- 
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Wirkungsquerschnitt H,, O,, N, gegen K* 
im Fig. 10 


vorräten des Instituts (vgl. S. 8); die Reinheit ist jedenfalls 
für den vorliegenden Zweck mehr als ausreichend. Die Ab- 
szissenachsen der in Fig. 10 wiedergegebenen Meßergebnisse 
sind für die einzelnen Gase hier nicht verschoben. 

Die Meßergebnisse sind folgende: 

1. Die untersuchten Nichtedelgase zeigen den gleichen 
typischen Verlauf wie die Edelgase. 

2. Der Wirkungsquerschnitt wächst mit der gaskinetischen 


Größe des Moleküls. 


. Ye C. Ramsauer u. O. Beeck 
ahs V. Diskussion der Meßergebnisse ig 

Vergleich mit den entsprechenden Ergebnissen an Elektronen. 
— Die fiir Alkaliionen erhaltenen Wirkungsquerschnittskurven 
unterscheiden sich grundsätzlich von den bekannten Wirkungs- 
querschnittskurven der Gasmoleküle gegenüber langsamen 
Elektronen. Wir haben bei der Untersuchung der Ionen stets 
denselben gleichartigen Typus, nämlich ein erst langsames, 
dann schnelleres Ansteigen der Wirkungsquerschnittskurven 
nach kleinen Geschwindigkeiten hin, ohne Wirkungsmaxima 
und ohne abnorme Durchlässigkeiten wie bei den Elektronen. 
Wir brauchen daher auch keine besonderen Erklärungsmöglich- 
keiten für diese Kurven zu suchen, sie zeigen vielmehr den- 
jenigen Verlauf, den man — qualitativ wenigstens — bei der 
Wirkung einfacher elektrostatischer Kräfte erwarten würde. 
Für die elektrostatische Erklärung spricht auch die weiter unten 
besprochene Abhängigkeit der lonenwirkungsradien von der Gas- 
molekülgröße. Wie weit sich diese Annahmen bei einer quanti- 
tativen Durchrechnung bestätigen würden, ist eine andere Frage. 

Unsere Meßergebnisse schließen nicht aus, daß die Wirkungs- 
querschnittskurven der Gasmoleküle gegenüber Alkaliionen in 
anderen Geschwindigkeitsbereichen ähnliche Anomalien zeigen, wie 
es bei den Elektronen der Fall ist. Es sei hier an die Diffusions- 
versuche von Hrn. G. P. Thomson!) erinnert, welcher für 
H+-Strahlen im Argon und Helium Maximalwirkungen bei 
0,75-108 em/sec bzw. 1,4-108 cm/see Lineargeschwindigkeit ge- 
funden hat. Diese Werte haben dieselbe Größenordnung wie 
die Lineargeschwindigkeit bei den betreffenden Elektronen- 
versuchen, was schon Hr. G. P. Thomson hervorhebt. 

Falls also doch die Alkaliionen ähnliche Anomalien wie 
die Elektronen zeigen sollten, so würde man dieselben also 
nicht an der Stelle gleicher Voltgeschwindigkeit, vielleicht aber 
an der Stelle gleicher Lineargeschwindigkeit zu suchen haben. 
Danach würde beispielsweise das Wirkungsmaximum im Argon 
für Lit bei etwa 170000 Volt zu erwarten sein. 

Zur Frage etwaiger Umladungen. — Da unsere Ionen 
Kanalstrahlen kleinster Geschwindigkeiten darstellen, so müssen 
auch die Gesichtspunkte der Kanalstrahlphysik in Betracht ge- 
zogen werden. Im besonderen wollen wir die Frage stellen, ob 
Umladungen bei unseren Versuchen eine Rolle spielen. 


1) 6. P. Thomson, On Scattering of Positive Rays by Gases, 
Phil. Mag. [7] 2, S. 1076. Nov. 1926. 
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ae Derartige Umladungen können in zweifacher Weise auf- 
treten, nämlich entweder der Art, daß das positive Ion mit 
einem freien Elektron oder einem negativen Träger zusammen- 
stößt und so neutralisiert wird, oder derart, daß das Ion mit 
einem neutralen Gasmolekül zusammenstößt und von diesem 
ein Elektron empfängt. In beiden Fällen scheidet das Ion aus 
dem zu messenden Strahle aus. Die Häufigkeit des ersten Falles 
hängt davon ab, wieviel Elektronen oder negative Träger sich 
auf der Bahn der Ionen befinden. Nimmt man ganz extrem 
an, daß jedes aus dem Strahl ausgeschiedene Ion durch Stoß 
mit einem neutralen Gasmolekül ein Elektron zur Emission 
bringt, ohne es selbst aufzunehmen, so würde man der Größen- 
ordnung nach bei einer Messung etwa 30-10® Elektronen bzw. 
negative Träger innerhalb der Meßzeit (5—10 Sek.) auf der 
Strahlbahn im vorderen Käfig erhalten. Bedenkt man, daß 
diese negativen Teilchen ja nicht mehr in die Bahn des Ionen- 
strahles hineingezogen werden, so übersieht man leicht, daß 
gleichzeitig nur eine ganz verschwindende Anzahl von negativen 
Teilchen sich auf der Ionenbahn befinden kann, verglichen mit der 
Anzahl der Gasmoleküle, welche sich für das in Betracht kommende 
Stück des Ionenstrahls der Größenordnung nach auf 80-1012 be- 
rechnet. Die Wirkung dieser Umladungen wird also neben der 
Wirkung der Gasmoleküle ganz außer Betracht bleiben können. 


Die zweite oben angegebene Möglichkeit spielt eine ganz 
andere Rolle. Eine etwaige neutralisierende Wirkung des 
neutralen Gasmoleküls auf das stoßende Ion gehört einfach mit 
zu der zu messenden Gesamtwirkung, deren Einzelsummanden 
— die festhaltende, die ablenkende und die bremsende Wirkung 
— hier noch möglicherweise durch die neutralisierende Wirkung 
vermehrt werden, ohne daß man bei unseren Messungen die 
Einzelsummanden voneinander unterscheiden könnte. Es muß 
also dahingestellt bleiben, ob und wieweit bei unseren Ver- 
suchen eine derartige neutralisierende Wirkung mitspielt. Falls 
die Neutralisierung nur oberhalb einer gewissen Ionengeschwindig- 
keit eintritt, indem sonst die Energie des Ions nicht zum Los- 
reißen des Elektrons aus dem neutralen Gasmolekül ausreicht, 
so müßten unsere Wirkungsquerschnittskurven an der Stelle 
der betreffenden Geschwindigkeit einen Knick zeigen. Es ist 


recht zweifelhaft, ob die Meßgenauigkeit unserer Versuche zur 


Auffindung eines vielleicht nicht sehr großen Knicks ausreichen 
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würde, beobachtet sind solehe Knicke selbst bei den glattest 
verlaufenden Querschnittskurven jedenfalls nicht.) 

Vergleich unserer Ionenradien mit anderweitig ermittelten 
Ionenradien. — Die folgende Tabelle gibt einen Überblick über 
die auf verschiedenen Wegen erhaltenen Alkaliionenradien (vgl. 


Landolt-Börnstein, I. Ergänzungsband 1927, S. 70): ms 
Alkali-Ionenradien in AE nach Herzfeld 1923 


Methode | Lit | Nat | K+ | Rb? | Ost 


Halber Senate im Metall 1,51 | 1,86 | 
Aus Salzkristallen nach Bragg . | 1,55 | 1,77 | 2,07 | 2,25 


Aus Salzkristallen nach Landé 


Aus dem Permutitvolumen (Günt hei 


Schulze). . . 103 | 1,89 | 2,15 | 2,37 
„Wahre Größen“ Wiirfelmodeli- | | | 
(Fajans u. Herzfeld, Grimm) | 0,4?) | 0,52 | 0,79 | 0,91 | 1,06 
Landes (1) Modell (Schwenden-| 
wein) a 0,50 | 0,95 | 1,1: 
Modellrechnung v. ndé 1920 | 0,61 
Aus Molekularrefraktion (Heyd- | | 
weiller 1920) . | 0,87 | 0,97 | 1,19 | 1,31 | 1,46 
| 


Aus Ionisierungsspannung (Saha, 

1921)... | 1,33 | 1,40 | 1,67 | 1,73 | 1,88 
Aus Hydrationswärme (Born 1920) i 1,49 | 1,59 | 2,00 | 2,24 | 2,22 
Aus Ionenbeweglichkeit eet ) | 2,26 | 1,74 | 1,17 | 1,12 | 1,11 
Nach Born 1920 (2) . R 0,45 | 0,51 | 0,69 | 0,77 | 0,83 
Aus Diffusion in Hg (L orenz 1920) | 1,65 | 1,67 | 2,08 | 2,30 | 2,36 


Um unsere Ergebnisse mit diesen Werten vergleichen zu 
können, müssen wir zunächst von dem Wirkungsquerschnitt auf 
die Summe der Wirkungsradien übergehen, wobei nach Formel (2) 


1) Hr. A. J. Dempster (Proc. of Nat. Acad. of Sciences Sept. 1925) 
findet schon bei Kanalstrahlen von 900 Volt keine Umladungen mehr. 
Die von Hrn. P. Lenard in metallhaltigen Flammen erhaltenen Um- 
ladungen, welche schon bei sehr kleinen Geschwindigkeiten durch bloBe 
Nahewirkung eintreten, haben insofern einen anderen Charakter, als es 
sich hier nach E. N. da C. Andrade hauptsächlich um einen Zusammen- 
stoB der Ionen mit den Metallatomen, nicht mit den neutralen Gasatomen 
handelt (vgl. E. N. da C. Andrade, Diss. Heidelberg 1911, sowie Phil. 
Mag. 24, 8. 35. Juli 1912). 

2) Der Wert für Lit ist der graphischen Darstellung von H.G.Grimm 
im Geiger-Scheelschen Handbuch, Bd. XXIV, S. 475 entnommen. Es 
handelt sich hierbei im Gegensatz zu den übrigen Alkalien um eine als 
unsicher bezeichnete Schätzung. 
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zu setzen ist. Mehr als diese Summe liefern aber unsere Ver- 
suche nicht. Wollen wir dariiber hinaus den Ionenradius selbst 
angeben, so müssen wir eine letzten Endes willkürliche An- 
nahme über den Gasradius machen. Wir wollen den Gas- 
radius aus den Angaben der kinetischen Gastheorie berechnen, 
d.h. wir nehmen an, daß der Wirkungsradius des Gasmoleküls 
gegenüber den Alkaliionen der gleiche ist wie gegenüber einem 
neutralen Molekül desselben Gases. Durch Abziehung dieses 
Gasradius von der Radiensumme erhalten wir dann den 
Wirkungsradius des Alkaliions. 


Es sei hier ausdrücklich hervorgehoben, daß wir der hier 
benutzten Annahme keine zu weitgehende Bedeutung beilegen 
dürfen. Wir vernachlässigen nämlich nicht nur die Wirkung 
der Ionenladung und den Einfluß der abnorm hohen Relativ- 
geschwindigkeit bei unseren Versuchen, sondern begehen außer- 
dem eine Art logischen Fehlers, da eine solehe Radiensumme 
gar nicht in ihre Einzelsummanden getrennt werden kann. 
Denn in Wirklichkeit liegen gar keine Einzelsummanden von 
einfacher räumlicher Bedeutung vor, was man auch unmittel- 
bar daran erkennt, daß der nach unserer rohen Betrachtungs- 
weise eingeführte K+-Radius keine Absolutgröße ist, sondern 
gegenüber verschiedenen Partnern verschieden ausfällt (vgl. 
8. 27ff.). Wenn wir unseren Gedankengang trotzdem in dieser 
Form durehführen, so geschieht dies nur zu dem Zweck, um 
eine gewisse, wenn auch sehr rohe Anschauungsform zu ge- 
winnen. Diese Bemerkung gilt auch für die folgenden beiden 
Abschnitte. 


Die so erhaltenen Radien könnten wir jetzt für bestimmte 
Voltgeschwindigkeiten und für die verschiedenen Gase in die 
obige Tabelle eintragen. Eine Übereinstimmung mit den Werten 
der Tabelle ist hierbei nieht zu erwarten, da alle Radien der 
Tabelle sich als „Wirkungsradien‘ auf je eine ganz besondere 
„Wirkung“ beziehen. Eine Art von Absolutbedeutung haben 
nur die „wahren Größen“, d.h. die wirklichen Radien der 
äußeren Elektronenschalen. Mit diesen Werten wollen wir 
daher die von uns gefundenen Wirkungsradien der Alkaliionen 
etwas näher vergleichen. Wir tragen zu diesem Zwecke die 
experimentell gefundenen Radiensummen als Ordinaten, und 
zwar über der Geschwindigkeit in Volt auf (Figg. 11, 12, 13); 
durch die Wahl dieser Abszisse erhalten wir ein gleiches Maß 
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für alle Ionen, während die Auftragung in YVolt eine ver- 
schiedene Geschwindigkeitsbedeutung für die 


verschieden 
schweren Ionen hat. 


In diese Diagramme zeichnen wir hori- 


the 


Heliumradius Kine. 


Radiensumme in cm:10"? 


to —>Vvolt 
Fig. 11 


7 vo Figg. 11 und 12: Zerlegung der gefundenen Radiensummen = 
zontale Geraden in der Ordinatenhéhe der gaskinetischen 


Atomradien ein, so daß die Diagramme neben den Radien- 
summen auch die Ionenradien als Ordinaten über dieser neuen 
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Nullinie ergeben. Endlich markieren wir an der rechten Seite, 
von dieser neuen Nullinie an gerechnet, die „wahren Größen“ u 
der Ionenradien nach der Tabelle.!) 
Eine Gleichheit in den Absolutwerten zwischen unseren 
Radien und den wahren Größen wird man, auch ganz abgesehen 
von der Unsicherheit der obigen Annahmen über die Wahl des 
Gasradius, in Hinsicht darauf, daß der Wirkungsradius gegen- 
über den Gasmolekülen und der Radius der äußeren Elektronen- 


| 
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Neon 


Neonradius Kinet 


0 20 


Volt 


Radiensumme in cm: 


Zerlegung der gefundenen Radiensummen 
Fig. 18 


schale ja etwas ganz Verschiedenes sind, nicht erwarten 
können. Immerhin besteht kein Widerspruch gegen die An- 
nahme, daß unsere Radienkurven sich den wahren Größen 
mit steigender Geschwindigkeit zunächst annähern; nur bei A 
würde diese Auffassung für Lit und bei He für Lit und Cs+ eine 
merkliche Tieferlegung des Argon- bzw. Heliumradius verlangen. 


1) Bei nochmaliger Durcharbeitung des experimentellen Materials ist 
der Verlauf der Querschnittkurven in den Figg. 7, 8, 9, 10 z. T. etwas _ 
anders ausgeglichen, wie es bei dem ersten Vortrag der Hauptergebnisse 
(S. 1, Anm, 1) der Fall war. Infolgedessen haben sich auch die Kurven © 
der Figg. 11, 12, 13, 15 gegenüber der ersten Veröffentlichung etwas ver- 
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Vergleich der gefundenen Ionenradien (0 ©) mit den Radien der 
äußeren Elektronenschalen (x x) 


Fig. 14 
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_ Wesentlich einwandfreier ist der Vergleich für den Gang 
der Größen, da hier die obigen Bedenken fortfallen. In dieser 
Beziehung entspricht tatsächlich ein größerer und ein kleinerer 
Abstand in unseren Kurven stets auch einem größeren oder 
kleineren Abstand in den „wahren Größen‘. Besonders deut- 
lich wird dies an dem Linienzuge der vorstehenden Fig. 14, bei 
weleher unsere Ionenradien für 16 Volt, wo der individuelle 
Anfangsverlauf£ der Kurven schon ausgeglichen ist, über den 
Atomnummern als Abszisse gezeichnet sind. Die Linienzüge 
sind so auffallend ähnlich, daß ein innerer Zusammenhang 
zwischen den beiden Wertegruppen bestehen muß.!) 

Die so gefundenen Zusammenhänge können kaum zufällig 
sein, es möge aber doch an dieser Stelle betont werden, daß 
die Berechnung der ‚wahren Größen‘ noch auf einer zu un- 
sicheren Grundlage beruht, als daß man diesen Zusammen- 
hängen schon jetzt eine größere Bedeutung beimessen dürfte. 

Vergleich unserer Gasmolekülwirkungsradien mit den gas- 
kinetischen Radien. — Bisher behandelten wir verschiedene 
Alkalien in einem Gase, jetzt sollen verschiedene Gase gegen- 
über einem Alkaliion und zwar gegenüber K+ betrachtet 
werden (Fig. 15). Die Darstellungsform ist dieselbe wie in den 
Figg. 11, 12, 13, nur ist jetzt der K+-Radius der Tabelle (,,wahre 
Größen‘) als punktierte Nullinie für die Gasmolekülwirkungs- 
radien eingetragen. Rechts sind jetzt die gaskinetischen Radien, 
von dieser neuen Nullinie aus gerechnet, vermerkt. 

Die Gase zeigen für kleine Geschwindigkeiten durchaus 
individuelle Eigenschaften in der mehr oder minder großen 
Steilheit des anfänglichen Abfalls, bei etwa 16 Volt haben sie 
aber alle einen ähnlichen flachen Verlauf erreicht. Will man 
wieder die rechts verzeichneten Radienwerte als vorläufige 
Endwerte des Kurvenverlaufs betrachten, so wäre darauf hin- 
zuweisen, daß die verschiedenen Gaskurven diese Werte erst 
bei sehr verschiedenen Geschwindigkeiten erreichen. Lassen 
wir diesen Vergleich der Absolutgrößen als weniger sicher bei- 
seite, so ist auch hier als bemerkenswert zu konstatieren: Der 
Gang der Kurvenabstände untereinander ist bei etwa 16 Volt 
bis in die Einzelheiten der gleiche wie für die Radienwerte 
der kinetischen Gastheorie. 

1) Der Radius der äußeren Elektronenschale für Lit ist nach der 
Fig. 14 zu hoch eingesetzt (vgl. S. 22 Anm, 2). 


5 
. 
4 
er 
> 
“ye 


28 C Ramsauer u. O. Beeck 


Ionenwirkungsradien und Gasmolekülgröße. — Wie man 
schon aus Fig. 15 herauslesen kann, übertrifft die Summe der 
Wirkungsradien die Summe von K+ „wahre Größe“ plus 
Gasmolekülradius gaskinetisch um so mehr, je größer das be- 


KALIUM (16 Volt) 


A += Radius in cm 


ri 
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Rad (Ta Beienwert) 


L 
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Gas-Radius Kinet incm-10°8 


™ Radius in Abhängigkeit vom Gasradius kinetisch 
Fig, 16 


(7) — 


treffende Gasmolekül ist. Diese Erscheinung wird in Fig. 16 
noch einmal besonders verdeutlicht, indem der K+-Radius, ge- 
rechnet von der gaskinetischen Molekülgrenze, über einer den 
gaskinetischen Molekülradien entsprechenden Abssinse auf- 
getragen ist. 
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Der Verlauf zeigt, daß der Wirkungsradius des K+t-Ions 
um so größer ausfällt, je größer das neutrale Molekül ist und 
daß er sich für die Molekülgröße 0 einem Grenzwert zu 
nähern scheint der mit K+ ,,wahre Größe‘ zusammenfällt. 

Die innere Bedeutung dieser Kurve wird durch Fig. 17 an- 
schaulich gemacht. Das K+-Ion bestreicht in der Größe des 
Tabellenwertes einen zylindrischen Raum. Daneben sind die 
neutralen Moleküle in ihrer gaskinetischen Größe gezeichnet und 
zwar in derjenigen Entfernung, in der eine merkliche Wechsel- 
wirkung zwischen positivem Ion und neutralem Molekül gerade 
eintritt. Das obige Ergebnis ist nach dieser Figur sofort ver- 
ständlich, wenn man die Wechselwirkung als einfache Influenz- 


wirkung auffaßt. Diese muß nämlich um so größer werden, 
je größer die neutrale Kugel ist, und muß bei dem Zusammen- — 


schrumpfen der neutralen Kugel auf 0 ebenfalls verschwinden. 


Das Auftreten des Radius der äußeren Elektronenschale _ 


als Grenzwert unserer Messungen für ein neutrales Gasmolekül 


von der Eigengröße 0 ist als die wertvollste Beziehung zwischen 


unseren experimentellen Messungen und den theoretisch be- 
rechneten Schalenradien anzusehen, da wir hier auch den 
logischen Zusammenhang vor Augen haben. Allerdings darf 
auch dieses Ergebnis nicht überschätzt werden, da es von der 
Willkür in der Wahl der Gasmolekülradien und von der Un- 
sicherheit in der Berechnung der Schalenradien abhängt. 

Sieht man von allen theoretischen Deutungen und Ver- 
gleichen ab, so bleibt als Resultat dieses Abschnitts die ex- 
perimentelle Tatsache bestehen, daß die Summe der Wirkungs- 
radien zwischen den neutralen Gasmolekülen und dem K+-Ion 
den gaskinetischen Radius des Moleküls um so mehr über- 
trifft, je größer dieser an sich schon ist. 


Zusammenfassung 


1. Die bekannte magnetische Methode zur Messung des 
Wirkungsquerschnitts neutraler Gasmoleküle gegenüber lang- 


samen Elektronen wird auf die Messung des gegenseitigen 


Wirkungsquerschnitts neutraler Gasmoleküle und langsamer 


Alkaliionen angewandt, wobei durch eine Reihe von experimen- 


tellen Vorsichtsmaßregeln der erhöhten Schwierigkeit dieses 
Versuchsgebiets Rechnung getragen wird. — Als Ionenquelle 
dient ein geglühter, mit Alkaliamalgam beschickter Streifen 
Pt oder Pt-Ir. 
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2. Zur Untersuchung gelangten die Alkalien Li, Na, K, 
Rb, Cs und die Gase He, Ne, A; H,, O, und N,, und zwar A 
gegenüber allen Alkalien, He und Ne gegenüber Li, K, Cs; 
K gegenüber allen genannten Gasen. — Der untersuchte Ge- 
schwindigkeitsbereich liegt zwischen 1 und 30 Volt. — Die Meb- 
ergebnisse können entweder in der Form des gegenseitigen 
Wirkungsquerschnitts oder in der Form der gegenseitigen 
Wirkungsradiensumme dargestellt werden. 

3. Meßergebnisse: 

a) Abhängigkeit von der Geschwindigkeit: Die Wirkungs- 
querschnittskurven aller Kombinationen steigen von größeren 
Geschwindigkeiten her (z. B. 30 Volt) erst langsam, dann 
immer schneller an und wenden sich zwischen 2 und 1 Volt 
steil aufwärts. 

b) Abhängigkeit von der Wahl des Alkaliions: Für eine 
gegebene Geschwindigkeit, z. B. 16 Volt, liegen die Wirkungs- 
querschnittskurven um so höher, je größer die Atomnummer 
des Alkalis ist. 

c) Abhängigkeit von der Wahl des Gasmoleküls: Für eine 
gegebene Geschwindigkeit, z. B. 16 Volt, und ein gegebenes 
Alkaliion übertrifft die gefundene Radiensumme den kinetischen 
Gasmolekülradius um so mehr, je größer dieser an sich schon ist. 

4. Die erhaltenen Ergebnisse werden mit den Ergebnissen 
verwandter Gebiete verglichen. Insbesondere wird der Versuch 
gemacht, die gefundenen Radiensummen mit der Summe aus 
dem Radius der äußeren Elektronenschale des Alkalis und dem 
gaskinetischen Radius des neutralen Moleküls in Zusammen- 
hang zu bringen. Es ergeben sich hier Beziehungen, welche 
eine gewisse Bedeutung zu haben scheinen, welche zunächst aber 
noch nicht als genügend gesichert betrachtet werden dürfen. 


Zum Schlusse sprechen wir der Helmholtzgesellschaft und 
der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft für die uns 
bei dieser Arbeit gewährten Unterstützungen unseren besten 
Dank aus. 


Danzig-Langfuhr, Physikalisches Institut der Techn. 
Hochschule, Juni 1928. 
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2, Erweiterung der Schrödingerschen Theorie 
der Farbenmetrik; 


von Johanna C. Thoden van Velzen 


(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universität Utrecht) 
(Auszug aus der Dissertation Utrecht) 
§ 1 
Schrédinger’) hat im Jahre 1920 eine nichteuklidische 
Farbenmetrik entwickelt. Jeder Punkt in einem dreidimen- 
sionalen Raume bezeichnet eine Farbe; die drei Koordinaten 
sind ein Maß für die drei Grundfarbenmengen, aus denen man 
sich diese Farbe aufgebaut denken kann. Schrödinger hat 
nun das Linienelement so gewählt, oder mit anderen Worten, 
er mißt den Abstand zwischen zwei Punkten längs einer solchen 
geodätischen Linie, daß die so gemessene Länge eines Farben- 
vektors ein Maß ist für die Helligkeitsempfindung des Lichtes. 
Er legt stark den Nachdruck darauf, daß er bei dem 
Aufbau dieser Theorie dem Purkinjeschen Phänomen keine 
Rechnung getragen hat. Es schien uns wichtig, diesen Farben- 
raum auszudehnen, so daß er das genannte Phänomen wohl 
umfassen kann. 
Hierzu haben wir die Farbenmetrik in etwas allgemeinerer 
Weise entwickelt, als Schrödinger getan hat. 
Wenn wir die drei Koordinaten z,, z, und x, nennen, so 
ist die allgemeine Form für das nichteuklidische Linienelement 


| (1) ds’ = > Da,dz,.dz,. 


Hierin sind a,, noch unbekannte Funktionen der Koordi- 
naten, welche Funktionen wir bestimmen wollen, indem wir 
sie verschiedenen Bedingungen unterwerfen. 

1. Die erste Annahme, die wir mit Schrödinger machen 
müssen, ist, daß die Helligkeitsempfindung eines Lichtes von 


1) E. Sehrödinger, Grundlinien einer Theorie der Farbenmetrik 


im Tagessehen, Ann. d. Phys. 63. S. 397, 427, 481. 1920. th 
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einer gewissen Farbe als eine Funktion der drei Grundfarben — 
der drei Koordinaten also — mathematisch vorgestellt werden 
kann. Das entscheidet über die ganze Farbenmetrik. Wenn 
wir die gebrauchte Formulierung aber mit Königs experi- 
mentellen Ergebnissen (vgl. S. 43) vergleichen, bekommen wir 
wohl die Überzeugung, daß dies möglich ist. 

In jedem Punkte muß die Helligkeitsempfindung H 
also ein unzweideutig bestimmter Begriff sein; der Abstand 
zwischen zwei Punkten muß unabhängig sein von dem Inte- 
grationsweg, wenn wir die Helligkeitsempfindung betrachten 
als ein Potential in einem Vektorfeld %. Wir denken uns 
also jedem Punkte einen Vektor ® mit den Komponenten 


beigefügt, in welcher Formel u eine Funktion der Koordi- 


naten ist. 
Das Potential 7 in diesem Felde ist dann bestimmt durch 


OH 
ls ( (ay, + + 25) , = 
aH 
öH 
7 | = u(a, 2, + 7, + 0325). 


2. Die zweite Annahme ist, daß die Farbe des Lichtes 
bestimmt ist durch das Verhältnis 


3° 


Bei einer Veränderung, bei welcher die Farbe konstant 
bleibt, also 


(3) dxz,:dz,:dz, = 2,:2,:25, 


muß das Linienelement bloß einen Unterschied in der Hellig- 
keitsempfindung angeben, also 


(4) ds=dH. 
Dies führt zu der Gleichung « taf 

oder mit (2) 
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Mit Hilfe dieser Bedingung können wir das Linienelement 
als eine Funktion der Helligkeitsempfindung H und der drei 
noch unbekannten Koeffizienten a,,, a,,, a,, schreiben. Hierzu 
drücken wir, mit Hilfe von (2), die Koeffizienten a,,, a 
in die genannten Größen aus: 


7 


222 233 


us 602 18 

1 08H Ly “= 


a,, = —a —a . 
33 um 0m, 31 7, 32 7, 


a9 Wenn wir diese substituieren, nachdem der Wert von u 
aus (5) eingeführt ist, in ds?, so finden wir: oa 
OH s 8 
a = am? + | 52 =) 
öH 2 
(7) z, Om “28 (a2) 


0H \? 

3. Weiter besteht das Fechnersche Gesetz, d. h. daß die 

Veränderung der Empfindung der prozentualen Veränderung 
des Reizes proportional ist. 

Wenn wir den Reiz A nennen, so kann man dieses Gesetz 


(8) dH= 


a8 


In dieser Formel ist der Proportionalitätsfaktor D ein Maß 
für die Empfindlichkeit der Helligkeitsempfindung für eine 
bestimmte Reizveränderung und die Integrationskonstante d 
der sogenannte Schwellenwert des Reizes. Für h=d ist 
nämlich 7 = 0. 

Bis jetzt glaubte man, daß der Reiz der Summe der drei 
Grundfarbenmengen gleichgesetzt werden konnte, also 

h=2+2,+2,. 

Obschon dieser Zusammenhang als erste annähernde Be- 

rechnung eine gute Darstellung gibt, ist er doch nicht imstande, 


von dem Purkinjeschen Phänomen Rechenschaft abzulegen. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 3 
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Wir wollen die Formulierung von A vorläufig noch dahingestellt 
lassen, aber doch bemerken, daß für 
(9) h=z,+2,+ 2, = 4a,, = 4,, = 0 
sein muß. Dies ist die dritte Bedingung, welche wir dem 
Farbenraum stellen. Sie ergibt sich aus folgender Erwägung: 
Wenn h = zx, + 2, + 2, ist, so bedeutet dies, daß es für 
die prozentuale Reizverinderung keinen Unterschied macht, 
ob diese die Folge ist einer gewissen prozentualen Verände- 
rung in der einen oder in der anderen Grundfarbe. Oder 
mit anderen Worten die Empfindlichkeit des Auges für eine 
bestimmte prozentuale Grundfarbenveränderung ist dann für 
die drei Grundfarben dieselbe. 
Diese Empfindlichkeit nun hat Schrödinger in der 
Farbenmetrik zum Ausdruck gebracht durch die Annahme: 
„daß für je zwei eben unterschiedbare Farben ds Gmndben 


Wert hat“. ‚ 
Denn .dann ist oe 
ds = konstant, 
SS a,,d2z,dz, = konstant, 


euklidisch aufgefaßt, die Gleichung eines Ellipsoids in den 
Koordinaten dz,, mit dem Punkte (x, z,z,) als Mittelpunkt, 
wovon alle Punkte eben unterschiedbar von dem Farbenpunkt 
(z,2,2,) sind. Die Entfernung zwischen (z, z,z,) und einem 
Punkte des Ellipsoids, wenn euklidisch gemessen, ist dann ein 
Maß für die Empfindlichkeit des Auges für eine solche Ver- 
änderung. Je größer diese Entfernung, um so kleiner ist die 
Empfindlichkeit. 

Wenn also nun die Empfindlichkeit des Auges für eine 


prozentuale Grundfarbenveränderung dieselbe ist wie für die 


= 4 ist. 


drei Grundfarben, so driickt sich dies aus in einem symmetri- 
schen Bau dieses Ellipsvids in bezug auf die drei Koordinaten- 
achsen. Die drei Achsen des Ellipsoids laufen dann den drei 
Koordinatenachsen parallel. Es ergibt sich also: 


9 


wenn 


i 
| 
= | 
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4. Schließlich müssen wir der folgenden Tatsache Rech- 
nung tragen. Von zwei gleichen Farben kann man von einer 
„gleichen Helligkeitsempfindung“ reden und jeder wird wissen, 
was man damit meint. Was aber versteht man unter der 
gleichen Helligkeitsempfindung von zwei sehr verschiedenen 
Farben, z. B. rot und grün? Es hat viele Forscher gegeben, 
die die Existenz eines derartigen Begrifies leugneten, die Mög- ; 
lichkeit einer heterochromen Einstellung auf die gleiche Hellig- 
keitsempfindung verneinten. Mit der verhältnismäßig großen 
Sicherheit, welche König bei seinen Einstellungen erreicht 
hat, schien der Begriff „gleiche Helligkeitsempfindung“ zweier 
verschiedener Farben doch wohl ein eindeutig bestimmter Be- 
griff, der wohl mit dem Begriff der „größten Ähnlichkeit“ 
zwischen beiden Farben identisch gestellt werden konnte. 

Um also Homogenität zwischen gleichen und verschiedenen 
Farben zu erreichen, muß in dem Farbenraume derjenige 
Punkt eines Farbenvektors, welcher in der „geringsten Ent- 
fernung“ (größte Ähnlichkeit) eines anderen Farbenpunktes 
liegt, dieselbe Helligkeitsempfindung geben wie dieser Farben- 
punkt. 

Mathematisch läßt sich diese vierte Bedingung auf diese 


Weise formulieren: 
Wenn ein Punkt X, fest ist und ein Punkt X, sich längs 


seinem Vektor bewegt, so muß der kürzeste Abstand XK, K, = 
erreicht sein, wenn X, in dem Punkte angekommen ist, wo 7 


das Potential A dasselbe ist wie in X,. 
Diese Bedingung ist erfüllt, wenn ds? von der Form ist: 

(10) ds? =dH* +f, (y,z)dy? + fily,z)dy dz + f,(yz)dz?, | 

worin 


» x 


Pe Denn in diesem Falle ist die Entfernung XK, X, 


K, 


(11) | 
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längs der Kurve integriert, die s Minimum macht. Dieses Problem 

der Variationsrechnung wird gelöst mit Hilfe der Eulerschen 
_ Gleichungen. Die betreffende Kurve, die geodätische Linie, 
wird bestimmt durch: 


Wir können hieraus die Form der Gleichung der geo- 
dätischen Linie finden, ohne daß wir die Form der Funktionen f 
und / kennen. 


Aus (I) geht nl. hervor, da ae = 0 ist, 
oF 1 


0 

‘on | 
Vi f(y’, ¥ 2) 


H =O, 
Hiermit ist auch 7 als Funktion von 7’, y und z bestimmt. 
Wenn wir diese Funktion für 7 substituieren in der 
Gleichung (II), so entsteht eine Differentialgleichung, die führt 
zu einem Zusammenhang zwischen y und z: 


(LV) Z(y,z)=0. 


Wenn wir 
[vra: = V(y, z) 


nennen, so wird die geodätische Linie also dargestellt durch 
die Gleichungen 


Z=0. 


. Dies ist eine Gerade in dem (H, Y, Z)-Raum, welcher 
letztere also euklidisch ist. Die Entfernung X, K, ist gegeben 


| 


= 
| 
- 
+ 
a. 
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Wenn K, sich längs seinem Vektor bewegt, also längs 
y = konstant, z = konstant, also längs der Linie 


| Y = konstant 
Z = 0, 
so ist der Abstand s Minimum, wenn 


also wenn die Helligkeiten } der beiden Farben einander gleich 
sind. Q.E.D. 

Mit Hilfe der oben ermittelten Transformation stellt es 
sich also heraus, daß das Linienelement aufgefaßt werden kann 
als die Summe einer Helligkeitsveränderung und einer Farben- 
veränderung. 

Die gestellte Bedingung ist also erfüllt, wenn das Linien- 
element von der Form (10) ist. Dies legt den Koeffizienten «,,, 


a,, und a,, folgende Beschränkung auf [vgl. (7)]: ee _ _ 


@H_ 4 


Hierin stellt g eine Funktion des Verhältnisses der Koordinaten 
vor. Nach (8) und (9) ist: 


1 
0 (a + % + 2,)? 
1 
D (a, + 2, + 
1 
D +2) 


13 
(18) “33 02, (a, + +25)? 

31 Oz, Ox, +2,+2,)* 


wa 
q 
(12) as 
( H @H 
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Aus (6) folgen dann die andern Koeffizienten 


_{[9H\? D* Ly + 
| (#2) (x, + 2, +25) 
a4 ‘a= (55) 
\ 0a, + 2%, +2,’ 


Hiermit sind die Koeffizienten in der Form fir das Linien- 
element ds bestimmt, wenn man die Helligkeitsempfindung 1 
als Funktion der drei Koordinaten kennt. 

Wir wollen diesen Paragraphen schlieBen mit einer Annahme 
über diesen Helligkeitsausdruck. 

Wenn z, = 0, z, = 0 ist, so zeigt es sich, daß 


ölgh 


als einfachste Annahme für eine Helligkeitsfunktion können 


1 


wir annehmen, daß 
‘ ä ‘@ 


Also in, 


r3=0 


¢ 1 4 
7 analogen Beweisführungen für a,, bei x 
und für a,, bei z, = 0, z, = 0 folgt dann 


) h=r, +2, + 


Es hat sich herausgestellt, daB diese Helligkeitsfunktion 
nicht vollkommen von den Experimenten Rechenschaft geben 
kann. Das Purkinjesche Phänomen konnte nämlich hiermit 
nicht erklärt werden. 

Zu diesem Zwecke versuchen wir nun die folgende ein- 
uf fachste Annahme: 


R? _ B 


2,=0 
ix 


= 0, z, = 0 


1 


| | | 
ur 
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woraus 


h RID 
| = usw. 


_ Diese Annahme führt zu 

Im folgenden wollen wir untersuchen, ob diese Helligkeits- 

funktion der Praxis besser entpricht. 


$2 
Wie gesagt, sind die Koordinaten x, x, x, ein Maß für die 
drei Grundfarbenmengen, aus denen man sich eine Farben- 
empfindung aufgebaut denken kann. Es sind Lichtenergie- 
mengen und zwar gewisse Fraktionen der totalen vom Auge 
aufgefangenen Energiequantität . Wir können also schreiben 


worin o also der Bruchteil der Energie & bezeichnet, der ver- 
antwortlich ist für die Quantität Grundrot, y für die Quantität 
Grundgrün und £ für die Quantität Grundblau, während s, 
die Einheit ist, in welcher die Energie ausgedrückt wird. Wir 
bezeichnen diese Fraktionen mit dem Namen „wirksame Energie“ 
des Lichtes. Die Farbe des Lichtes wird dann bestimmt durch 
das Verhältnis 
o:7:ß.)) 

1) Es entspricht genauer dem Experiment, wenn man den Koordinaten 
die Bedeutung 


& 8, 
e F) 
gibt. Hierin sind r, g und b sehr klein und F ist ein derartiger Faktor, 


daß meistens — _ + 
é F 


_ _ 5 , be 
„eben y und 


immer größer wird, kommt ein Augenblick, in dem das Glied = - anfängt 


(17*) 


neben g vernachlässigt werden darf und ebenso 


- neben 3. Wenn aber die Energie 


in Betracht zu kommen. Die zunehmende Energie erhält schließlich 


Werte, in denen nun g in bezug auf a vernachlässigt werden kann; 


| 
@ 
ip? 
= 
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Diese drei Mengen wirksamer Energie verursachen jede 
einen Reiz, und die Summe dieser drei Reize ist dann ver- 
antwortlich für die Lichtempfindung im Gehirn: 


(18) A= h, + h, + h,- 


Die Auffassung, der man bis jetzt gehuldigt hat, kann 
also folgendermaßen charakterisiert werden: die prozentuale 
Veränderung des „roten“ Reizes h, wird derjenigen der „roten“ 
wirksamen Energie 9 ¢ gleichgesetzt. 


Die von uns er Formulierung nen eine 


dh, de 
| D h, = 
dh, de 
(19) D h, == 
po 

he 


Die Empfindlichkeit für die nämliche prozentuale Energie- 
_ veränderung ist für die drei Grundfarben nicht gleich groß. 
Wir setzen aber voraus, daß der Unterschied gering ist, daß 
also 
2 
D’ D’ D 


ebenso y in bezug auf = und 3 in bezug auf Tr In diesem Falle 


nähert sich die Farbe des Lichtes einem Grenzwert, der bestimmt wird 
durch r:g:b. Dieses Verhältnis stellt, wie aus Betrachtungen über den 
Schwellenwert folgt, WeiB vor. 

Wenn aber die Energie so klein geworden ist, daß r/s von 
derselben Ordnung geworden ist wie oe, so fängt dieses Glied an, 
seinen Einfluß geltend zu machen und es wird die Farbe des Lichtes 
veränderlich mit der Energie. Wenn schließlich die Energie so klein 


eworden ist, daB 9 < — , also oe =r ist, so sind die Zapfen nicht mehr 


imstande, hiervon eine rote Grundfarbenempfindung nach dem Gehirn 
zu senden. Dieselbe Beweisführung gilt für Grün und Blau. Wir nennen 
r, g und 5 Schwellenwerte der roten, grünen und blauen wirksamen 


77 
= 
a at 
| 
Prop 
> 
in 
12 
“ 
+ 
q 
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wenig von eins verschieden sind, so daß es begreiflich ist, daß 
die bis jetzt angewandte Formulierung in erster Annäherung 
entstanden ist. 

Um prüfen zu können, ob diese Formulierung für die — 
Helligkeit des Lichtes der Praxis entspricht und also vom 
Purkinjeschen Phänomen Rechenschaft geben kann, müssen 
wir diesen Ausdruck für 4 


(20) H = Dig 1(e)?4( 


in eine andere Form bringen. 


Da wir angenommen haben, daß R/D, G/D und B/D wenig 
von der Einheit verschieden sind, stellen wir diese Faktoren 
vor durch 


R G b 


worin p, x und yw klein sind in bezug auf eins. 


Weiter wenden wir folgende Reihenentwickelung an ' 
4 
R 
welche gilt für jeden a Wert von @ lg — -— we 


6 
Fir (+)? und | = )? besteht eine analoge Reihenent- Jo 


0 


wickelung. 
_ Wenn wir nun weiter erwägen, daß ur 
+..., wenn —1 < r= +1 ist 
und wenn wir schlieBlich a. ER 
R B 


nennen, so können wir den Ausdruck für die Helligkeits- 


empfindung H wie folgt entwickeln; 


| 
4 
= 
is 
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=p 
(164 + ig + +By) ls + 


= + + Ig 4 Ig + 


1 By’ e \? 
+3 (ety +.--]] 


1 Rp’ (s =) + 
2 R+G+ 2 R+6+B 
R+G+B Ry + Gy + By 
=D [18 + (1+ R+G+R ) lg 
„228 + BR (y—o)? (18 

2 (R + G + BP 


Nennen wir 


d 
RG + GB — + BR(y— _ 
(R + G + B)? 
so kann die Helligkeitsempfindung dargestellt werden durch 


(22) 


wenn die Bedingung 


a8 
g 
1 Ry? + Gy? + By’ e \2 


erfüllt ist oder in der Schreibweise von (22) 
f 1 
(24) —1< (M—1) lg + +5 (N-(M-1%) (lg <+1. 
Wir haben die Reihenentwickelung bis einschlieBlich das 
Quadrat von lg ~ fortgesetzt und dabei also angenommen, 


0 
daß die dritten Potenzen von gy, 7 und yw schon so klein 


| | 
' 


Erweiterung der Schrödingerschen Theorie der Farbenmetrik 43 


waren, daß die Glieder, in denen sie vorkamen, vernachlässigt 
werden durften. Die Frage, ob vielleicht noch höhere Potenzen 
als die zweite mitgenommen werden müssen, haben wir im 
folgenden Paragraphen untersucht. Bei der Prüfung unsrer 
Theorie durch Vergleichung mit den Tatsachen hat es sich 
dann herausgestellt, daß man bei den Quadraten von 9, x und 
yw stehen bleiben darf, um von der Wirklichkeit Rechenschaft 
geben zu können. 

Schließlich bemerken wir noch, daß in Übereinstimmung 
mit der Anmerkung auf S. 39 die Formel (23) die Helligkeits- 
empfindung H genauer wiedergeben kann, wenn die Bedeutung 
von R, © und 8 ist: 


Bei sehr schwacher Energie werden R, © und $ also 
veränderlich mit dieser. 


$3. Königs Messungen über das Purkinjesche Phänomen 


König!) hat im Jahre 1891 Messungen über das Pur- 
kinjesche Phänomen veröffentlicht. Wir werden in diesem 
Kapitel untersuchen, ob seine Resultate übereinstimmen mit 
demjenigen, was man nach der von uns aufgestellten Theorie 
erwarten dürfte. Im Falle der Übereinstimmung werden wir 
versuchen, aus den genannten Messungen einige Zahlenwerte 
für die von uns eingeführten Größen zu gewinnen. 

Wir müssen zu diesem Zwecke anfangen mit einer kurzen 
Übersicht der Königschen Untersuchungsmethode. 

Er wählte in einem mit einer Spalte von bestimmter Breite 
erhaltenen Gaslichtspektrum die Helligkeit des Wellenlängen- 
gebietes 535 wy als Vergleichungsobjekt und untersuchte, mit 
Hilfe eines zweiten Spektrums, welche Spaltbreite er für andere 
Gebiete einstellen mußte, um davon die nämliche Helligkeits- 
empfindung zu erhalten. Dies zu konstatieren ist außerordentlich 


1) A. König, Über den Helligkeitswert der Spektralfarben bei ver- 
schiedener absoluter Intensität. Ges. Abh. zur physiol. Optik. XX. 


Leipzig. 1903. 


R G 
| n-(e-245); | 
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_ schwierig, und erst nach viel Übung bekommt maneinige Sicherheit 
in den Schätzungen. Wo eine Änderung der Spaltbreite allein 
nicht mehr gebraucht werden durfte, weil sonst das unter- 
suchte Licht nicht mehr genügend monochromatisch sein würde, 
hat er andere Mittel angewandt, um die Energie meßbar zu 


verstärken, und danach diese Änderungen umgerechnet zu den 
theoretischen Spaltbreiten, aus denen man sie als entstanden 
Wellenlängengebiete angegeben. 
Tabelle 1 


betrachten konnte. Die Einzelheiten dieser Arbeitsmethode 

werden wir dahingestellt lassen und auch den von ihm ge- 

In Tab. 1 geben wir einige von seinen Resultaten. In den 

Spalten 2—9 findet man, jedesmal für eine andere Energie 
Gleichwertige Spaltbreiten s;, in die für 535 wu ausgedrückt 
m| A | B | Cc D|=E|F 
iy 650 | 87,57 |13,86 | 5,978| 1,948| 0,991! 0,667 | 0,547 | 0,420 
605 8,600 | 4291 2,073 0,869| 0,451 | | 0,289 | 0,274 


von 535 up, die gleichwertige Spaltbreite s, für die verschiedenen 


brauchten Apparat nicht beschreiben, weil dies in seiner eignen 
Schrift ausführlich geschehen ist. Es genüge mitzuteilen, daß 
es ihm gelang eine Reihe „gleichwertiger Spaltbreiten“ zu 
== für verschiedene Wellenlängen. Er wiederholte diese 
== jedesmal bei einer anderen Energie von 535 un. 

555 | 1,232) 1,069 1,087, 0,876| 0,102, 0,621 | 0,603 | 0,590 
535 | 1,000| 1,000 1,000, 1,000| 1,000 1,000 | 1,000 | 1,000 
490 | 2,996 | 3,057 3,882 4,984 | 7,971] 8,91 | 9,53 | 10,06 
470 | 6,486! 7,220 7,748, 11,083 | 20,71 |22,95 | 26,65 
430 |115,4 |85,90 1192 137,9 |150,8 


Die Energie von 535 wy im Falle A, welche wir mit &, 
bezeichnen, war so klein, daß beinahe keine Farben mehr im 
Spektrum zu unterscheiden waren. Die Energie von 535 uy 
im Falle B ist 2*-¢, und diejenige für die Fälle C—H bzw. 
230, 213, 316, 210 und 239. 

In diesen Zahlenwerten ist das Purkinjesche Phänomen 
deutlich anwesend. Es würde nämlich erwarten lassen, daß 
die Gebiete, die mehr Grundrot enthalten als 535 my, bei einer 
Vergrößerung der Energie schneller heller werden als 535 un 
und also jedesmal eine kleinere Spaltbreite brauchen für die 
nämliche Helligkeitsempfindung als 535 wy gibt, und daß für 


| 
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die Gebiete mit einer kleineren Rotresonanz als 535 uu die 
erforderliche Spaltbreite immer größer sein würde. 

Die in den drei oberen Reihen absteigenden, in den drei 
unteren Reihen aufsteigenden Zahlen in der Königschen 
Tabelle bestätigen diese Erwartung. 

Diese Zahlenwerte gelten nur für den speziellen Fall eines 
Gaslichtspektrums, das mit bestimmter Dispersion erhalten 
wurde. Um sie hiervon unabhängig zu machen, müssen wir 
sie derart reduzieren, daß über das ganze Spektrum die Ein- 
heit der Spaltbreite eine nämliche Energiemenge repräsentiert. 
König hat die Energieverteilung in dem von ihm gebrauchten 
Spektrum mitgeteilt (vgl. Tab. 2), wodurch wir Gelegenheit 
hatten, die „gleichwertigen Spaltbreiten“ s, zu „gleichwertigen 
Energiemengen“ p, umzurechnen. Wir haben diese ausgedrückt 
in &, als Einheit und die Logarithmen hiervon in Tab.3 gegeben. 


Tabelle 2 


Energieverteilung im Gaslichtspektrum 


um 650 | 605 555 | 535 490 470 430 
8,88 | 3,99 | 1,48 | 1,00 | 0,370 | 0,251 | 0,114 
Tabelle 3 


Logarithmen der gleichwertigen Energiemengen in s, als Einheit 


un | A | B | c D | E | F KaE: 


650 | 2,89 | 329 | 413 | 4,25 | 4,56 | 4,99 | 5,50 | 5,99 
605 | 153 | 244 | 333 | 355 | 87 | as2 | ass | 546 
555 | 0,26 | 141 | 259 | 312 | 363 | 41s | 4.77 | 5.86 
535 | 0,00 | 1,20 | 2,41 | 301 | 3,61 | 4,21 | 4,82 | 5,42 
490 | 0,04 | 126 | 2,50 | 3.27 | 408 | 473 | 5.36 | 5,99 
470 | 0,21 | 146 | 2,70 | 345 | 4,93 | 497 | 5.64 

430 | 112 | 219 | 354 | 41 | 485 


Hiermit haben wir alle Daten gesammelt, um unsre Theorie 
am Experimente verifizieren zu kénnen. 

Dazu fragen wir uns, welcher Zusammenhang nach der 
von uns im zweiten Kapitel entwickelten Theorie bestehen 
muß zwischen den „gleichwertigen Energiemengen“, d. h. 
zwischen den Energiemengen «, der verschiedenen Wellenlängen- 
gebiete, die dieselbe Helligkeitsempfindung H, = H,,, geben. 

Der Entwickelung (23) auf S. 42 zufolge ist dieser Be- 
dingung genügt, wenn 


>» 


e 


4 
3 


+ 


4 durch 


Setzt man: 


7 


18 


log > + log “A 


log mg 4 Im 

A 
log 7 a, + 

(28) A 
- 2(2,+ 
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| L, + M, + (Ig 


€535 


Hierin sind, wie wir gesehen haben, L, M und N Funk- 
tionen der Farben des Lichtes und der kleinen Größen g, x 
und w, die im Zusammenhang stehen mit der Empfindlichkeit 
des Auges für die drei Grundfarben. Der Koeffizient N, welcher 
die Quadrate von g, x und enthält, ist schon eine sehr 
kleine Zahl und bevor wir die Reihenentwicklung weiter fort- 
setzen, wollen wir zuerst untersuchen, ob die oben gegebene 
Formulierung vielleicht schon genügend über die Königschen 
Resultate Rechenschaft geben kann. 


Wenn wir Briggsche Logarithmen einführen und log <i 


= log + 


ersetzen iin wir loge = m nennen, so geht (25) über in 


(446+ 5 + + 4% f) log & 
3 (log (Lass + [+> f ) 


News. 


: 


f=D 
f=E 


en 


E | | 

- 

- 
ie 

* 

| 
be 
| 

a 

80 erhält die Gleichung die Form are 

man 
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Da, wie aus der Bedeutung von N in (22) erhellt, die 
Koeffizienten A und C positiv sind, ist (29) die Gleichung einer 
Hyperbel, deren Mittelpunkt als Koordinaten hat: 


Weil A und D bloß ae sind von der Farbe von 
535 wu und also konstant sind, bestimmen die Gleichungen (23) 


6007 A=650 


EGOS 
A=555 


2 
500 


400 
4 
V4 


200 / 
V4 
100 ma 
+ 
000 
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Fig. 1 
für die verschiedenen Wellenlängen ein System von Hyperbeln, 
deren Mittelpunkte und Scheitel auf der Linie 
D 


+ 
liegen. 
In den Figg. 1 und 2 haben wir die der Tab. 3 ent- 
nommenen Koordinaten £ und 9 gegeneinander abgesetzt. Es 
stellte sich in der Tat als möglich heraus, durch die so er- 


> 
| 
= 
- 
| 
> 
| 
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 haltenen Punkte Hyperbeln zu ziehen, welche den oben ge- 
 fundenen Anforderungen genügen. 


Hiermit ist also bewiesen, daß die Resultate der König- 
schen Experimente die von uns im zweiten Kapitel entwickelte 


2490 


A:470 
2 


Sy 
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Theorie bestätigen und zugleich, daß eine Entwickelung bis 

einschließlich die Quadrate von gy, x und nötig und ge- 

nügend ist. 
Einige quantitative Ergebnisse 


lich eine Hyperbel zu legen, zogen wir zunächst annähernd 
eine Kurve hindurch. Dieser Kurve wurden vier ungefähr 
äquidistante Punkte entlehnt, und ihre Koordinaten in die 
Gleichung (23) eingeführt, um davon die Konstanten zu be- 
rechnen. Indem wir jedesmal die Kurve, die wir annähernd 
durch die Punkte gezogen hatten, ein wenig variierten, haben 
wir schließlich ein System von Hyperbeln erhalten, deren Mittel- 


Zu 
Um zwischen Königs Punkte jedesmal so genau als mög- 


6007 7 = 

| 
Fig. 2 
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punkte dieselbe Abszisse haben. Weil auch dies noch auf 
verschiedene Weisen zustande zu bringen war, haben wir 
schließlich eine Wahl treffen müssen, und so sind wir zu den 
in Tab. 4 angegebenen Werten für die Konstanten gekommen. 


Tabelle 4 

2E F 
A A A 
0,43 11,75 37,58 
0,79 7,80 17,00 
1,09 3,55 1,45 
1,00 3,50 0,00 
0,75 3,50 | 0,17 
0,67 3,22 0,70 
0,85 1,80 2,50 


7" den Figg. 1 und 2 haben wir die Hyperbeln niit, 
die mit Hilfe der gefundenen Koeffizienten berechnet sind. 

Die Reihenentwickelung (23) S. 42 führt also zur Überein- A 
stimmung mit den Experimenten. Weil die Formulierung des 
Begriffes Helligkeit im § 1 sich auf plausible Erwägungen 
gründet, glauben wir annehmen zu dürfen, daß für jede Wellen- 
länge und jede von König verwendete Energie der Bedingung (24) 
Genüge geleistet ist. 


24) 


+ + (M, — 1)?] (Ig <=) = +1. 


Wenn wir die Terminologie (28) einführen, so können wir 


hierfür schreiben 
= 
1 E m; 
(57-57 
1| C 2 
1 & 

Die größte von König verwendete Energie bleibt unter j 
dem Wert: 


log — = 6,00. 


Annalen der Physik. IV, Folge. 87. 
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Wenn wir diesen Wert einführen und weiter der Kürze 
halber 


E N 
fag, =p, *(6,00+f)=q 


nennen, so ist also der Bedingung 


1 C 
| -1< +77 Nass 
(30) 
1 
| +7 
Geniige geleistet. 
Obgleich es nicht möglich ist, aus dieser Bedingung die 
Größen N,,, und g zu bestimmen, setzt sie uns doch instand, 
dafür plausible Werte anzugeben. 
Wir können für g einen bestimmten Wert annehmen und 
für eine bestimmte Wellenlänge berechnen, welche Werte N,,, 


N 535 


+270 


4+008 


++006 


4+004 
-1+002 


+0200 


9720 -NM00 "000 “900 “8.00 -200 


Fig. 3 


haben muß, damit die Form (30) gleich +1 und —1 wird. 
Wenn wir versuchen, diese gleich —1 zu machen, so zeigt es 
sich, daß dies nicht möglich ist für reelle Werte von J,,,. 
Wir brauchen also bloß eine Gleichsetzung mit +1 weiter zu 
untersuchen und bestimmen die Werte J,,, bei einigen An- 
nahmen für g. Für jede Wellenlänge der Tab. 4 finden wir 
eine Kurve, welche die zueinander gehörigen Werte von g und 
N45, gibt. Wir geben die Kurven für die beiden äußersten 
Wellenlängen, 430 uw und 650 uu. Die möglichen Werte von 


F 
ae 
4 
D 
> 
| 
u 
— 
» 
= q 
5 
i} 
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050 ! 
400 500 


N,, liegen offenbar innerhalb des Teiles der Ebene, der durch 
die Kurven aller Wellenlängen eingeschlossen wird (vgl. Fig. 3). 
Je kleiner g ist, für ein um so größeres Energiegebiet 


gilt die Bedingung (30). 


. 
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Wir haben, um eine Vorstellung von den Größen Z, M 
und N bekommen zu können, für N,,, die anfänglich konstante 


obere Grenze 0,063 angenommen und für die Wahl von g 
weiter das Folgende erwogen. Aus (28) folgt 


A Nass Noss 
-% Der Zusammenhang, der nach dieser Formel zwischen 
7 ss und g bestehen muß, kam bei der Absetzung ihrer Werte 
w aus Tab. 4 auf überraschende Weise zum Ausdruck, vgl. Fig. 4, 
j was zulässig macht, daß wir mit Recht die Werte unserer 


Koeffizienten der Form (28) entnommen haben. 

Wir erwarten für M, und N, einen sehr verschiedenen 
Verlauf, gemäß ihrer Bedeutung in (22). Wenn wir g wählen 
zwischen —8,60 und —10,00, erhalten wir eine M,-Kurve, 


aus welcher der Verlauf von 2 also N, verschwunden ist. 


| { Wenn wir g < — 10,00 wählen, kommt in der M,-Kurve (Fig. 4) 
ge der Verlauf von — © zum Vorschein. Mit g <—10,00 ist 


“# 


A 
4 Be die Kurve also überkorrigiert und diese Werte für g sind sicher 
zu klein. 
d 7 In erster annähernder Berechnung ist M,=1. Wir 
= erwarten also Werte für M,, die sich um den Wert 1 
gruppieren. 
m Infolge dieser Erwägungen haben wir schließlich gewählt 
g = — 10,00, 

= 0,063. 


a Der Wert g = — 10,00 bedeutet (vgl. S. 46 und 50) 


Die Einheit, in welcher die Energie ausgedriickt wird, ist also 
ungefähr diejenige von 535 uu im Falle F (vgl. Tab. 3). 

Mit den gefundenen Werten für g und N,,, haben wir 
aus der Tab. 4 und aus (28) die Größen N, M, und L,,,— L, 
berechnet und in der Tab. 5 wiedergegeben. 

Die Werte M, sind wenig von eins verschieden und sind 
in der Tat am größten für die langen Wellenlängen. Die 


j 
| 
d 
1 
1 
| 
| 
| 
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Werte N, sind von einer niedrigeren Ordnung als die Were 
M, — 1, wie man nach (22) erwarten durfte. ae 
| M Ls-L | 
650 0,027 | 1,12 2,05 1,69 
605 0,050 1,06 1,12 0,33 
555 0,069 0,94 —0,11 -0,13 
585 0,063 0,88 0,00 0,00 
490 0,047 0,78 0,81 1,86 > 
470 0,043 0,66 1,30 2,33 
430 | 0,054 0,67 1,96 2,84 oe | 


Als Kontrolle haben wir versucht, wenigstens in erster 


Annäherung, eine vom obigen unabhängige Schätzung der j > 
Größe Z,,, —Z, zu erhalten. Wir haben diese ge- 
nannt und sie folgendermaßen berechnet. EEE af 
Nach (21) und (22) ist | 

R G B ; 

+ + Bar 

+8, 

Indem wir i. und 5 gleich 1 setzen, können wir Bu 
hiervon eine erste eno berechnen: = 
= ig + + Bess 4 = 


atnt 
u den Ordinaten der Königschen Grundfarbekurven !) 
mit den Exnerschen Koeffizienten?) multipliziert und auf die 
nämliche Energie für alle Wellenlängen reduziert*), können 
wir die Werte von o, y und £ berechnen, ausgedrückt in einer 
unbekannten Einheit. Die Werte für die daraus 
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sich ergaben, haben wir in der letzten Spalte der Tab. 5 ge- 
geben. Die Ubereinstimmung ist befriedigend; sie ist besser, 
als wenn wir fiir g den Wert — 8,60 angenommen hitten und 


1) A. Kénig, Die Grundempfindungen in normalen und anomalen 
Farbensystemen. Gesammelte Abhandlungen XXI. Leipzig 1903. 

2) F. Exner, Zur Kenntnis der Grundempfindungen im Helm- 
holtzschen Farbensystem. Sitz.-Ber. d, Akad. d. Wiss, Wien Ila 129. 
S. 27. 1920. 

3) Wir verwendeten hierfiir die von F. Aigner gegebene Energie- 
verteilung im Sonnenspektrum. Sitz.-Ber. d. Akad. d. Wiss. Wien IIa 
131. S. 304. Tab. 4. 1922. . 


| 
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die Abweichung ist in der Richtung, die man erwarten kann. 
Dies gibt Vertrauen zu den gemachten Annahmen. 

4 Wenn also Tab. 5 auch nicht die genauen Werte gibt fir 
u die von uns im zweiten Kapitel eingeführten Koeffizienten, so 

. dürfen wir doch konkludieren, daß sie sehr plausibel sind. 

Wir schließen diesen Paragraph mit folgenden Ergebnissen: 
1. Die von uns entworfene Theorie hat Existenzberechtigung. 
2. Tab. 5 gibt plausible Werte für die von uns ein- 

geführten Größen. 

: 3. Die heterochromen K 6 nigschen Helligkeitsvergleichungen 
sind zuverlässig, eine derartige heterochrome Vergleichung ist 
also möglich und die Helligkeit einer Farbe ist ein mathe- 

_matisch definierbarer Begriff.) 


Zusammenfassung 


Die von E. Schrödinger gegebene Farbenmetrik wurde 
: abgeleitet, ohne dabei die Helligkeit als Funktion der drei 
R Grundempfindungen als Postulat vorauszusetzen. 

Aus einer ersten, der Einfachheit halber gemachten Sup- 
_ position folgte die von Schrödinger benutzte Helligkeits- 
funktion 
h=2 +2, +2, 
{ welche jedoch, wie er selber ausdriicklich betont hat, nur als 
_ eine Annäherung zu betrachten ist, indem sie das Purkinje- 
sche Phänomen nicht zu erklären vermag. 
Die nächsteinfache Annahme führte zu einer zweiten 
 BHelligkeitsfunktion: 
R G B 
D D D 
+22 +23, 
_ welche, wie mit Hilfe der empirischen Daten von A. König 
d gezeigt wurde, das Purkinjesche Phänomen zu erklären im- 
stande ist. 

Diese zweite Funktion steht auch mit astronomischen 
Beobachtungen in Einklang. 

Mit großer Anerkennung möchte ich die Hilfe erwähnen, 
die Hr. Prof. Dr. L. S. Ornstein mir in freundlichster Weise | 
bei meiner Arbeit geleistet hat. a 

1) Vgl. S. 32. 
(Eingegangen 4. Juli 1928) 


| | 
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3. Theorie der Beugung von Elektronen 
an Kristallen; 


von H. Bethe 


§ 1. Der Brechungsindex für de Brogliewellen 


In der letzten Zeit ist die Wellennatur des Elektrons mehr- 
fach durch schöne experimentelle Untersuchungen direkt nach- 
gewiesen worden. Bei all diesen Experimenten handelt es sich 
um die Kristallbeugung von Elektronen entweder an Ein- 
kristallen [Davisson und Germer!)] oder an mikrokristallinen 
Metallen [Thomson?), Rupp®)]. Wir werden uns hier haupt- 
sächlieh mit der theoretischen Deutung der erstgenannten 
Arbeiten beschäftigen, doch sind die Resultate auch zum Teil 
auf die Beugung an unregelmäßig geordneten Mikrokristallen 
anwendbar. 

In den Versuchen von Davisson und Germer fällt ein 
Elektronenstrahl homogener Geschwindigkeit » senkrecht auf 
die (111)-Fläche (Oktaederfläche) eines Nickel-Einkristalls, und 
es werden die nach der Eintrittsseite zurück reflektierten 
Elektronen beobachtet. Dabei zeigt sich, daß die Reflexion, 
ebenso wie bei Röntgenstrahlen, selektiv erfolgt: Bei gegebener 
de Brogliescher Wellenlänge A=— (mit anderen Worten 
gegebener Geschwindigkeit v) des einfallenden Strahls findet 
im allgemeinen nur eine kontinuierliche Streuung nach allen 
Riehtungen statt, und nur für einige diskrete einfallende Wellen- 
längen werden die Elektronen vorzugsweise in eine bestimmte 
Richtung?) bzw. mehrere symmetrisch gelegene Richtungen ab- 

1) C.J.Davisson u. Germer, Nature 119. S.558. 1927; Phys. Review 

30. S. 705. 1927; Proc. Nat. Ac. Amer. 14. 8. 317. 1928. (D. u. G. I, II, III.) 

; 2) G. P. Thomson, Proc. Roy. Soc., A., 117. S. 600. 1928. 


3) E. Rupp, Ann. d. Phys. 85. 8.981. 1928. 

4) Die Richtung des reflektierten Strahls geben wir an durch den 
Winkel @ zwischen ihm und der Kristallnormalen, sowie durch einen — 
Azimutalwinkel g. Letzteren bezeichnen wir mit Davisson und Germer 
durch die Millerschen Indizes der einfachsten Kristallfläche, deren Normale _ 


? 
a 
4. 
4. 
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gebeugt. Aus dieser Erscheinung der selektiven Reflexion läßt 
sich schließen, daß die Elektronenwellen am Raumgitter des 
Nickelkristalls gebeugt werden. 

Besteht so qualitativ betrachtet vollkommene Analogie 
zwischen der Reflexion von Elektronen und von Röntgen- 
strahlen, so ist quantitativ nur teilweise Analogie vor- 
handen: Die Beziehung zwischen der Richtung der gebeugten 
Strahlen und der de Broglieschen Wellenlänge im Vakuum, 


A= ‚bleibt unverändert 
mv 


(1) nA=dsin®, 


n ist dabei die Ordnung der Reflexion, d der Abstand zweier 
benachbarter, in der Kristalloberfläche senkrecht zur Reflexions- 
ebene verlaufender Reihen von Atomen.!) Die Beziehung (1) 
folgt unmittelbar aus der Gitterstruktur der Kristalloberfläche, 
die ja ein einfaches Flächengitter bildet, vermittels der gewöhn- 
lichen wellenkinematischen Überlegung, die zur Ableitung der 
Beugungsbilder eines Strich- bzw. Flächengitters verwandt wird; 
sie ist ganz unabhängig von den Beugungsphänomenen im 
Inneren des Kristalls. Letztere kommen erst in Frage für die 
Erklärung der selektiven Reflexion bzw. die Bestimmung der 
Größe der Wellenlängen, welche selektiv reflektiert werden 
können. Bezüglich dieser Größe besteht nun aber bekanntlich 
eine Diskrepanz zwischen den Wellenlängen A, die man nach 
der de Broglieschen Gleichung aus der gemessenen Geschwindig- 
keit © der einfallenden Elektronen berechnet, und den nach 
der Laueschen Theorie der Raumgitterbeugung zu erwarten- 
4 den selektiv reflektierbaren Wellenlängen A; und zwar liegt je- 


weils eine beobachtete Wellenlänge A zwischen zwei nach der 
Gittertheorie zu erwartenden, wobei die längste beobachtete 
Wellenlänge kürzer ist als die längste in jedem einzelnen Azimut 
zu erwartende. Fig. 1 stellt diese Verhältnisse schematisch dar. 


in der durch einfallenden und reflektierten Strahl gelegten Reflexionsebene 
t liegt. Für längere Elektronenwellen kommt selektive Reflexion haupt- 


sächlich im (100)-Azimut (9 = 0, 120, 240°), im (111)-Azimut (p = 60, 
180, 300°) und im (110)-Azimut (p = 30, 90, 150, 210, 270, 330°) in Betracht. 

1) Ni hat bekanntlich ein kubisch-flächenzentriertes Gitter (Seite 
des Elementarwürfels 3,52 AE.), und es sind daher in einer Oktaeder- 
[(111)]-Flache die Atome in Form gleichseitiger Dreiecke angeordnet. Für 
die Reflexion im (100)- und (111)-Azimut wirken die Dreiecksseiten, 
für diejenige im (110)-Azimut die Höhen als ,,Gitterstriche.“* 
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Für die beobachtete Diskrepanz gibt es nun von vorn- 
herein zwei Erklärungsmöglichkeiten: Eine Veränderung der 
Kristalldimensionen oder aber der Wellenlänge der einfallenden 
Elektronen. Davisson und Germer zogen zunächst rein 
phänomenologisch die erste Erklärung heran!) und berechneten 
aus ihren Versuchen, daß die Abstände der zur Oberfläche 
parallelen Netzebenen in der Nähe der Kristalloberfläche auf 
70—95 Proz. ihres normalen Wertes im Kristallinneren kontra- 
hiert sein müßten, um der Abweichung in den selektiv reflektier- 
baren Wellenlängen Rechnung zu tragen. Natürlich kann einer 
solehen, mit der Elektronengeschwindigkeit außerordentlich 


= 


0 95 10 15 20 Angstrom 

x Beobachtete Wellenlängen A (nach D. u. G. II) 

© Beugungstheoretisch erwartete Wellenlängen 4 
Verbindungslinien kennzeichnen die „neue“, 


} im (111)-Azimut 


die Linien ------ die alte Zuordnung 
Fig. 1 


stark (und noch dazu ganz unregelmäßig) variierenden Kon- 
traktion des Kristalls eine Realität nicht zukommen, und der 
Kontraktionsfaktor war wohl auch von Davisson und Germer 
von vornherein nur als phänomenologische Beschreibung ihrer 
Versuche gedacht. 

Die andere mögliche Annahme besteht darin, daß die 
Wellenlänge der de Brogliewelle, die außerhalb des Kristalls A 
beträgt, innerhalb desselben einen anderen Wert, A, besitzt, 
d.h. daß dem Kristall ein Brechungsindex u 
(2) + 
für de Brogliewellen zugeschrieben werden muß. Ein solcher 
Brechungsindex ist zunächst rein phänomenologisch von 
Eckart?) eingeführt worden. Verfasser?) hat unabhängig davon 


1) Eine Arbeit von Patterson (Nature 120, S. 46. 1927) beschäftigt 
sich theoretisch mit der Möglichkeit eines Kontraktionsfaktors. 

2) C. Eckart, Proc. Nat. Acad. Washington 12. S. 460. 1927. 

3) H. Bethe, Naturwissenschaften 15. S. 787. 1927 (zitiert als 


| 
B 
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gezeigt, daß ein Brechungsindex direkt von der Wellenmechanik 
gefordert wird, und daß die Annahme eines solchen tatsächlich 
sich genau mit den Versuchsergebnissen deckt: Die Beziehung (1) 
zwischen Vakuumwellenlänge A und Beugungswinkel © bleibt 
erhalten, weil sie bereits allein aus der Oberflächenstruktur des 
Kristalls folgt, die Größe der selektiv reflektierbaren Wellen- 
längen dagegen, die eine Funktion des räumlichen Zusammen- 
wirkens der Atome im Kristallinneren ist, wird natürlich durch 
einen dem Kristallinneren zugeschriebenen Brechungsindex be- 
einflußt.!) Denn es muß nunmehr natürlich die Wellenlänge / 
im Kristall die aus der Gitterbeugungstheorie folgende Größe 
haben und nicht mehr die Vakuumwellenlänge A. Da nun die 
Vakuumwellenlingen A aus der gemessenen Elektronen- 
geschwindigkeit folgen, und die Kristallwellenlängen / sich aus 
dem bekannten Gitter des Nickels berechnen lassen, ist u be- 
stimmt, sobald entschieden ist, welches 2 einem bestimmten A 
entspricht. Hier ergeben sich wieder zwei Möglichkeiten: Ent- 
weder man kann jeder Wellenlänge, welche nach den Beob- 
achtungen selektiv reflektiert wird, die nächst größere in der 
Skala der Wellenlängen A zuordnen, die nach der Gittertheorie 
selektiv reflektiert werden können. Diese Zuordnung, die in 
Fig. 1 punktiert angedeutet ist, wurde von Davisson und 
Germer?) zunächst vorgeschlagen und ergab Brechungsindizes 
„# <1. Hiergegen sprechen jedoch sehr schwerwiegende Be- 
denken, die zum großen Teil mit der gleich zu besprechenden 
wellenmechanischen Theorie des Brechungsindex zusammen- 
hängen®), daneben aber auch noch der Umstand, daß bei 
pw <1 keine Elektronen streifend aus dem Kristall ins Vakuum 
treten dürften, während solche ,,grazing beams‘‘ von Davisson 
und Germer beobachtet wurden.*) Infolgedessen lassen die 
Versuche von Davisson und Germer nur die Möglichkeit zu, 
die beobachteten Wellenlängen A jeweils mit der nächst 
kleineren zu erwartenden Wellenlänge A in Beziehung zu setzen. 
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1) Vgl. H. Bethe I, a. a. O. 

2) Die ,,neue Zuordnung‘ wurde von Davisson und Germer II, 
Phys. Rev. 30. 8.705 als möglich, aber unwahrscheinlich hingestellt. 
Einer brieflichen Mitteilung von Anfang Juni 1928 nach haben sich D. und 
G. jetzt gleichfalls der neuen Zuordnung angeschlossen. 

3) H. Bethe, Naturwissenschaften 16. S. 333. 1927. Zitiert als 
„Bethe II“. 

4) Vel. H. Bethe II, Naturwissenschaften 6. ~~ 
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Diese in Fig. 1 durch ausgezogene Linien angedeutete ,,neue‘‘ 
Zuordnung ergibt Brechungsindizes u >1. 

Theoretisch folgt das Vorhandensein und die Größe des 
Brechungsindex ohne weiteres aus der Schrédingerschen 
Differentialgleichung, welcher das Elektron ja genügen muß. 
Wir schreiben diese für unsere Zwecke in der Form!) 
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Sntme,n 

(3 Aw+ (E+Ny=0. 

Hier bedeutet E das beschleunigende Potential, V das elektro- 
statische Potential, mithin Ee die Gesamtenergie und — Ve 


die potentielle Energie des Elektrons. Setzen wir im Vakuum 
V’=0, und im Kristall für die erste Näherung V konstant 
gleich V,, so erhalten wir als Lösung der Differentialgleichung 
ebene Wellen mit den Wellenlängen 


2meE 


——, 
| im Kristall. 


Mit anderen Worten ergibt sich ein Breehungsindex 


A 
(5) p= 


Von V, läßt sich von vornherein sagen, daß es positiv sein 
muß. Denn — e V, stellt die potentielle Energie eines Elektrons 
im Kristall, bezogen auf Vakuum gleich Null, dar, also auch 
die potentielle Energie der ohnehin im Kristall befindlichen 
Leitungselektronen. Wäre nun — eV, positiv, so müßten die 
Leitungselektronen den Kristall spontan verlassen, während 
hierzu nach Aussage des Richardsoneffekts eine positive Arbeit 
aufgewendet werden muß. V, ist also notwendig positiv, dem- 
nach ist u >1, wie es unserer „neuen“ Zuordnung entspricht: 
Die Elektronen werden beim Eintritt in den Kristall beschleunigt, 
die Gruppengeschwindigkeit der de Brogliewelle wächst von 


| A= V h_ im Vakuum und 
(4) 


/ E auf + V,), die Phasengeschwindigkeit, und 
damit — wegen der gleichbleibenden Gesamtenergie — auch 
die Wellenlänge nimmt im gleichen Verhältnis ab. 


1) In den beiden Mitteilungen in den Naturwissenschaften benutzte 
ich die Schrödingerschen Bezeichnungen, die sich von den hier benutzten 
durch das Vorzeichen von V und den Faktor e bei E und V unterscheiden. 
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Tabelle 1 


Beobachtete Elektronenreflexionen (nach Davisson und Germer) 
zugehörige Brechungsindizes und Kristallpotentiale V, 


Beobachtungsergebnisse Theoretische Folgerungen 
eS | | 
| | trostatisches 
ts 
| 
50° | 1,670 |(331)| 1,494 | 1,118 | — 18 | +13 
65 |ı | 44° | 1,520 |(422)| 1.353 | 1123 | — 21 | +165 
106 [111] | 1 | 28° | 1,190 |(442)| 1,128 | 1,048 | — 39 | +11,5 
126 | [100] | 1 28° | 1,093 |(533) | 1,040 | 1,047 |— 44,5 | +11 
143 | [110] | 1 56° | 1,024 |(531)| 1,044 |(0,979)| —43| —7 
160 | [100] | 2 | 60° | 0,968 |(622) 0,923 | 1,045 | — 26 | +14 
[170}| [110] [46°] | [0,940] [642] | [0,8717 [1,075] | [— 34] 26]* 
174 | {111} | 1 | 22° 0,928 |(553)| 0,893 | 1,038 | —56,5 | +13 
(179), (110) |(1)) (44,5°) | (0,915) |(642) | (0,871) | (1,050) | (— 43) |(+ 17)* 
ısı |2 55° 0,910 \551)| 0.877 | 1.036 | —37 | +13 
[188]| [110] [43°] | [0,894] |[642] | [0,871] | [1,024] | [— 
190 | [100] | 1 20° | 0,889 |(644)| 0,836 | 1,060 | — 53 
230 | [100] | 2 | 46° | 0,807 |(733)| 0,788 | 1,023 | — 56 IE 
248 [111] |2 44° | 0,778 |(662)| 0,748 | 1,036 | —54 | +19 
248 | [110] | 1 34° | 0,778 |(753)| 0,734 | 1,057 | —52 | +28 
258 | [111] | 1 | <20° 0,763 1(664) | 0,739 | 1,082 | — 71 | +15 
292 [100] | 1 | <20° 0,717 1755) | 0,696 | 1,028 | —79 | +15 
310 | [100] | 3 | 70° | 0,696 |(822) | 0,676 | 1,028 | —21 | +16 
312 | [100] | 2 | 37° | 0,693 |(844)| 0,676 | 1,023 | — 72 | +14 
343 | [111] | 2 34° 0,662 |(773)| 0,645 | 1,022 | —76 | +15 
(660) | 0,676 | 0,971 | —58 |[— 21] 
347 | [111] | 3 2° | 0,658 |(771)| 0,615 | 1,068 | — 21 |[+ 48] 
| | Mittel| 0,646 | 1,019 | —40 | +14 
370 | [100] 13 | 57° | 0,637 |(933) 0,615 | 1,035 | —44 | +25 
| 
| | | | | Mittel +14,8 


*) Beobachtet sind zwei Strahlen bei 170 und 188 Volt. Zur Be- 


rechnung des Mittels von V, wurde 179 Volt zugrunde gelegt. 


Tab. 1 enthält!) die von Davisson und Germer?) beob- 
achteten selektiv reflektierbaren Wellenlingen sowie die Rich- 
tung’), in die sie reflektiert werden, sodann die Millerschen 
Indizes h,, hg, hg der reflektierenden Netzebene (nach der 


1) Die Tabelle ist auszugsweise bereits in Bethe II enthalten. 


2) Vgl. Davisson und Germer I und II, a. a. O. 
3) Vgl. S. 55, Fußnote 4. 
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neuen Zuordnung), bezogen auf kubische Achsen, und die zu- 
gehörigen Kristallwellenlängen 2, welche nach der Gitter- 
beugungsformel 
2a h+h, th, 
(6) A= + 
berechnet sind, in der a die Seite des Elementarwiirfels (bei 
Ni 8,52 AE.) bedeutet. Die drittletzte Spalte enthält die nach 
(2) berechneten Brechungsindizes u, die letzte die hieraus 
nach (5) folgenden Kristallpotentiale V,. Als Mittelwert für V, 
ergeben sich 14,8 Volt.!) In der vorletzten Spalte ist zum 
Vergleich auch noch Vy nach der „alten Zuordnung aufgeführt“. 
Allerdings ergibt sich durch die „neue Zuordnung“ zu- 
nächst eine kleine Schwierigkeit?): Den längsten nach der 
Gittertheorie zu erwartenden selektiv reflektierbaren Wellen- 
längen 2 würden unter den beobachteten Elektronenwellen- 
längen A keine Partner entsprechen (vgl. Fig.1). Die be- 
treffenden Elektronenwellen besitzen nun aber bereits im Kristall 
eine Wellenlänge 2, die der Gitterkonstante d des ,,Oberflichen- 
gitters“ nahekommt. Wegen der allgemein gültigen Beziehung 


(la) n),=dsin® 


wird deshalb der Winkel # zwischen dem reflektierten Strahl 
und der Normalen auf der Kristalloberfläche bereits im Kristall 
sehr groß, d. h. der Strahl verläuft nahe parallel der Oberfläche. 
Wegen des Brechungsindex u >1 kann der Strahl dann nicht 
mehr aus dem Kristall ins Vakuum austreten, sondern es tritt 
Totalreflexion an der Kristalloberfläche ein.*) Dies äußert sich 
auch darin, daß die zu den längsten zu erwartenden Wellen- 
längen A im Kristall nach der Gleichung 


A=Au 


gehörigen Vakuumwellenlängen A größer werden als die Gitter- 
konstante d, so daß sich die Flächengitterbeziehung (1) mit 
keinem Winkel © mehr befriedigen läßt. Tab. 2 verzeichnet für 


1) Über die Beziehung dieser Größe zum Richardsoneffekt vgl. 
H. Bethe II, a.a. O., Rosenfeld und Witmer, Ztschr. f. Phys. 49. 
S. 736. 1928; diese Arbeit § 10, S. 113ff. 

2) Diese Schwierigkeit bewog Davisson und Germer, die neue 
Zuordnung aufzugeben. (Davisson und Germer II, a. a. 0. S. 732). 
Vgl. Bethe II, a. a. O. S. 334. 

8) Vgl. die Arbeit Bethe IT, und besonders S. 80 dieser Arbeit. 
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Nicht beobachtete Elektronenreflexionen 


— - = 
= = HES) 22% | = 
| = = = 
1 fl) | 220 2.03 36 | 0945 | 131 |194 | — 
1 | [100] 311 1,85 44 0,86 1,23 | 1,04 | ca. 90° 
1 | [110] | 420 122 | 100 0,98, 1,08 | 1,06 _ 
1 | [331] 620 0,81 226 0,99, 1,03, 11,08 | — 
1 | [210] 640 0,78 244 0,96 1,03  |0,99 |ca.80° 
2 | 440 1,02 144 0,95 1,05, | 1,00 | ca.90° 
2 | (100) 51 1,06 134 0,98, 1,06 | 1,05 
3 | [111] 51 | 0,72 | 289 1,00 1,02, 11,2, 1 — 
3 | [100] 711 0,72 289 1,00 1,02, | 1,02, | —_ 
| } N 


*) Ein Strich bedeutet, daß der Strahl wegen Totalreflexion nicht 
4 beobachtbar ist. Andernfalls ist der zu erwartende Ausfallswinkel © an- 
gegeben. 


jedes Azimut die längsten nach der Gittertheorie zu erwarten- 
den selektiv reflektierbaren Wellen: Im (111)- und (110)-Azimut 

müssen die längsten Wellen erster Ordnung Totalreflexion er- 
leiden, können also gar nicht beobachtet werden, während der 
_ entsprechende Elektronenstrahl im (100)-Azimut streifend ins 
Vakuum austreten muß. Gerade hier haben aber Davisson 
und Germer einen besonders starken ,,grazing beam“ beob- 
 achtet.!) Nicht ganz so gut ist die Übereinstimmung mit der 
Theorie in den höheren Ordnungen. So sollte der an der Ebene 


1) „Grazing beams “ (streifend austretende Elektronenstrahlen) sind 

von Davisson und Germer in jedem der drei Hauptazimute beobachtet. 
Thr Auftreten wird nach Davisson und Germer im allgemeinen dadurch 
erklärt, daß der Weg der Elektronen von einer Atomschicht zur nächsten 

: bei streifendem Strahlengang sehr groß ist, und daß daher ein großer Teil 
der von den tieferen Schichten des Kristalls gestreuten Elektronen absorbiert 
wird, ehe er an die Oberfläche gelangt. Den Hauptteil der Intensität des 
beobachteten Strahls liefern infolgedessen die an der Oberflächenschicht 
gebeugten Elektronen, und es ist also für das Zustandekommen eines 

_ streifend austretenden Strahls nicht unbedingt erforderlich, daß die von 
sämtlichen Schichten des Kristalls gestreuten Wellen miteinander in Phase, 
mit a. W., daß die Laueschen Gleichungen der Raumgitterbeugung 
_ erfüllt sind. Doch wird in diesem Falle die Intensität des beobachteten, 
: streifend ausfallenden Strahls besonders groB sein, und dies ist im (100)- 


Azimut gerade der Fall. 
“ 
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(440) reflektierte langwelligste Strahl zweiter Ordnung im 
(111)-Azimut streifend ausfallen, ist jedoch nicht beobachtet. 
Das liegt wohl daran, daß in der zweiten Ordnung die Intensität 
nach abnehmenden @ sehr viel rascher abfällt als in der ersten, 
und bereits bei © = 70°, wo eigentlich erst von zuverlässigen 
3eobachtungen die Rede sein kann, die Streuwellen der obersten 
Atomschicht genau die entgegengesetzte Phase haben wie die 
der zweiten. Auch das Fehlen der bei 232 und 248 Volt im 
(210)- und (331)-Azimut zu erwartenden Strahlen ist wegen der 
voraussichtlich geringen Intensität verständlich. Eine andere 
Frage ist die Irregularität der Reflexionen dritter Ordnung im 
(111)-Azimut, welche mit denen im (100)-Azimut überein- 
stimmen sollten. Die Erklärung hierfür folgt erst aus der 
dynamischen Theorie ($ 9). Im ganzen kann man wohl sagen, 
daß die Erscheinung der wegen Totalreflexion fehlenden Laue- 
punkte und die Intensität der ,,grazing beams‘‘ eine weitere 
Stütze der „neuen Zuordnung‘ bilden, auf keinen Fall aber 
für die alte sprechen. 


$2. Das Feld der de Brogliewellen innerhalb des Kristalls 


Die im vorigen Paragraphen entwickelte elementare Theorie 
steht auf dem Standpunkt der Laueschen rein wellenkine- 
matischen Theorie der Röntgenreflexionen, nur modifiziert durch 
einen richtungsunabhängigen Brechungsindex. Wie die Laue- 
sche Theorie, so kann auch die hier entwickelte nur eine erste 
Näherung darstellen. Dies zeigt sich schon darin, daß wir das 
Potential der Elektronen im Kristall kurzerhand konstant an- 
genommen haben, während wir es konsequenterweise in einer 
räumlichen Fourierreihe darstellen müssen.!) Berücksichtigt 
man diesen Umstand, so wird man auf eine dynamische Theorie 
geführt, die der Ewaldschen dynamischen Theorie der Röntgen- 
reflexionen?) entspricht, und sich in der Methode weitgehend 
an diese anschließt. 

Der Gang der Lösung ist etwa folgender: Man stellt die 
Wellenfunktion als Superposition von ebenen Wellen dar, 
mathematisch gesprochen: Man entwickelt y in eine ähnliche 


1) Im Zentrum der Atome wird V sogar mit 1/r unendlich, und in- 
folgedessen die Wellenlänge mit r's unendlich klein. Der Ansatz, den 
wir hier benutzen, enthält diese Tatsache implizit. 

2) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 54. S. 514. 1917 (zitiert als Ewald III). 
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Fourierreihe wie das Potential, wobei aber noch die Wellen- 
zahl des einfallenden Strahls im Kristall, kj, unbestimmt 
bleibt.!) Dann müssen zwischen den Amplituden der einzelnen 
ebenen Wellen (den Koeffizienten der Fourierentwicklung 
von %) ebenso viele Gleichungen erfüllt sein, wie es ebene 
Wellen gibt. In diese Gleichungen gehen außer den Fourier- 
koeffizienten des Potentials, die wir als bekannt vorauszusetzen 
haben, noch die bekannte Vakuumwellenzahl K und die un- 
bekannte Wellenzahl im Kristall (k,) der einfallenden Welle 
ein. Außerdem muß noch zweifach unendlich vielen Grenz- 
bedingungen genügt werden. Die Lösung des angedeuteten 
Gleichungssystems erfolgt in der Weise, daß die beiden Ampli- 
tuden der einfallenden und der reflektierten Welle als groß 
gegen die Amplituden der übrigen ebenen Wellen des y-Feldes 
angenommen und alle übrigen Amplituden durch diese beiden 
ausgedrückt werden. Dann erhält man zwei homogene Glei- 
chungen zwischen den beiden als ,,groB‘‘ angenommenen Ampli- 
tuden. Das Verschwinden ihrer Determinante liefert in be- 
kannter Weise die Dispersionsgleichung, aus der sich zwei ver 
schiedene Werte für die noch unbekannte Wellenzahl hy er- 
geben. Durch eine Kombination zweier Lösungen mit den 
beiden möglichen Wellenzahlen k, kann, wie bei der Ewald- 
schen Theorie, den Grenzbedingungen genügt werden. Aus der 
so gewonnenen Lösung bestimmt sich dann die genauere Größe 
der selektiv reflektierbaren Wellenlängen, Intensität des reflek- 
tierten Strahls, sowie Auflösungs- und Reflexionsvermögen des 
Kristalls. | 


Als Anfangspunkt unseres Koordinatensystems wählen wir 
den Kern irgendeines Atoms der Kristalloberfliche. Als 
Koordinatenachsen a,, a, und a, wählen wir etwa die üblichen 
kristallographischen Achsen, was übrigens nicht unbedingt not- 
wendig ist. Wenn es sich um einen Kristall aus einem System 
mit orthogonalen Achsen handelt, so können wir natürlich ein 
cartesisches Koordinatensystem X, Y, Z annehmen. Wir 
werden dies auch späterhin bisweilen tun, doch wählen wir, 
wo das möglich ist, die vektorielle Schreibweise, die sich bei 
beliebig schiefwinkligem Achsensystem anwenden läßt. 


1) Die Wellenzahl (pro Längeneinheit) ist definiert als 22 durch 


- 
= 
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Mit den gewählten Achsen lautet die Fourierentwicklung 
des Potentials einfach 


(7) 70) =U) = Div, 


g 
Dabei ist in bekannter Weise r der Ortsvektor und g ein Fahr- 
strahl im Ewaldschen reziproken Gitter!) 


(8) = 91 5, + + 
wobei 9;, Ja, 95 ganze Zahlen sind. Die reziproken Achsen sind 
bekanntlich definiert durch 


(9) b, [a, a,] 


@ 


und zyklische Vertauschungen und erfiillen die Relationen 


(9a) (a,6,) = 6,, = 


b, steht nach unseren Annahmen senkrecht auf der Kristall- 
oberfläche. 

Der Index g in der Fourierentwicklung (7) bei v, vertritt 
natürlich jeweils ein Indextripel g,, go, 93, und (7) ist eigentlich 
als dreifache Summe über g,, 93 9; zu schreiben. Daß die 
Entwicklung (7) wirklich die zu verlangende Periodizität be- 
sitzt, d. h. bei einer Verrückung des Aufpunktes r um ein Viel- 
faches der Identitätsabstände a,, a, a,, etwa um 


= 7, 0, + + 730; 


zum selben Wert zurückkehrt, folgt sofort aus (8) und (9a). 
Wenn der Koordinatenursprung ein Symmetriezentrum 
des Kristalls ist, gilt 
V(t) = V 
und infolgedessen 


(7a) Uy = 
Dadurch reduziert sich die Entwicklung (7) auf eine Summe 
von Cosinussen A 


(7b) U(t) = cos 2 


1) Ewald III, a. a. ©., S. 536, und besonders Ewald, Ztschr. f. 
Kristallographie 56. S. 129. 1921 (zitiert als „Ewald IV“). j ee 
Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 5 
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mit reellen Koeffizienten v,. Für Kristalle mit orthogonalen 
Achsen (rhombisches, tetragonales, kubisches, und, bei ent- 
sprechender Wahl der Achsen, auch hexagonales System) und 
den Identitätsabständen a,, a, und a, werden die reziproken 
Achsen 


und das Potential wird: einfach: 
93% 
(Te) U(z,y,z) = v, =) 
9 

Nunmehr wollen wir das Feld der de Broglieschen Wellen 
im Kristall betrachten. Dazu nehmen wir zunächst einmal den 
Kristall als unendlich ausgedehnt an, d. h. wir betrachten den 
Ansatz (7) für das Potential als gültig im ganzen Raum. Später- 
hin werden wir dann die Bedingungen aufstellen, welche durch 
das Vorhandensein einer Oberfläche des Kristalls hinzukommen. 
Das nächstliegende wäre, die Schrödingersche Diffe- 
rentialgleichung 


(8) B+ 


durch den Ansatz einer ebenen Welle 
(10) Wo = 
zu lösen zu versuchen. Dabei nennen wir mit Ewald!) f, den 
Ausbreitungsvektor der ebenen Welle (10). Er gibt die Fort- 


schreitungsrichtung der ebenen Welle an; sein Absolutbetrag k, 
wird als Wellenzahl bezeichnet und steht zur Wellenlänge A, 


der ebenen Welle in der einfachen Beziehung Er 
2 

Gehen wir mit dem Ansatz (10) in die Schrédingersche 


Gleichung (3) ein und berücksichtigen die Fourierentwicklung (7) 
des Potentials, so müßte gelten 


8n? 
| nme efor) + > v, Q, 
g 


h? 


Diese Gleichung läßt sich aber ersichtlich nicht gleich- 
= für alle Aufpunkte r ge. Es zeigt sich NR 


) Ewald IH, a. a. O., S. 525. 
— 


'2 
z= 
| 


h- 
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daß jede ebene Welle c, e'%®) in dem periodischen Potential- 
feld V (t) des Kristalls überhaupt nur denkbar ist im Verein 
mit anderen ebenen Wellen 


Das rührt einfach daher, daß V mit y multipliziert auftritt. 
Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, setzen wir 


(11) y= Dy, eh +2200) 


Dadurch fassen wir y auf als Superposition einer dreifach un- 
endlichen Schar ebener Wellen mit den Ausbreitungsvektoren 


(11a) =hb+2ng 


und den Amplituden y,, wobei der Index g natürlich wieder 
für das Indextripel g,, go, 93 steht. Die Wellen f, sind identisch 
mit all den Wellen, die nach der elementaren Interferenz- 
theorie aus einer ,,Primirwelle“ 9, entstehen können. 
Der Ausbreitungsvektor des „Primärstrahls“ innerhalb des 
Kristalls, f,, bleibt dabei bis zur Durchführung der Dispersions- . 
theorie in $5 noch unbestimmt; wenn aber f, einmal gegeben 
ist, so braucht man nach Ewald nur einfach den Ausbreitungs- 


punkt, d.h. den Punkt — a3 im reziproken Gitter auf- 


zusuchen, und von dort die Fahrstrahlen nach sämtlichen , 
Gitterpunkten g des reziproken Gitters zu ziehen und hat 
damit mit einem Schlage sämtliche Ausbreitungsvektoren 


jt = © 44 aller y-Wellen im Kristall. Dabei gibt jeweils 


die Richtung des Ausbreitungsvektors f, die Fortschreitungs- 
richtung, der absolute Betrag k, die Wellenzahl (gleich 2 
durch Wellenlänge) jeder ebenen Welle an. 

Nunmehr können wir mit den Ansätzen (7) und (10) in 
die Schrédingersche Differentialgleichung (3) eingehen, in 
der wir noch zur Abkürzung setzen: 


‘Sn? 2 
(12) K= = —-V2meE 
(K bedeutet die Wellenzahl für V = 0). 


Dann geht (3) über in iS 4 oe 
(8a) Ay+(K?+U)y=0. 


Gehen wir hier mit (7) und (10) ein, so wird 
h ? 
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Da diese Gleichung für jeden Aufpunkt r gilt, so muß der 
Koeffizient jeder e-Potenz für sich verschwinden. Das liefert 
bei entsprechender Abänderung der Summationsindizes: — | 


W,(K? — h,?) + 2 0 


oder, wenn wir aus der Summe das Glied v, y, herausziehen: 
(13) y,(K? + — hy’) + = 9, 
g 


wobei der Strich bezeichnet, daß vp. auszunehmen ist. 

(13) gilt für jedes Indextripel h,, hy, hg und stellt also ein 
dreifach unendliches Schema von innerhalb des Kristalls 
gültigen Gleichungen dar, wobei in jeder Gleichung die Ampli- 
tude einer y-Schwingung y, mit einem Resonanzfaktor multi- 
pliziert auftritt, alle übrigen y-Amplituden multipliziert mit je 
einem Fourierkoeffizient des Potentials. Das Gleichungssystem 
stellt die exakte Lösung der Schrödingerschen Gleichung 
innerhalb von Kristallen dar, wobei nur von unelastischen 
Stößen abgesehen ist. Dadurch unterscheidet sich unsere 
Methode grundsätzlich von der Bornschen!), die die Vorgänge 
beim Stoß eines Elektrons auf ein Atom durch sukzessive 
Näherung zu erfassen sucht. Daß die Bornsche Methode an 
die Behandlung der Kristallbeugung nicht angepaßt ist, zeigt 
sich darin, daß Zwicky?) aus der ersten Näherung nach der 
Bornschen Methode nur das Auftreten von Kristallbeugung 
überhaupt, dagegen nicht den Brechungsindex für die de Broglie- 
welle erklären konnte. Andererseits ist die hier entwickelte 
Methode auf die Beugung am Einzelatom nicht anwendbar?), 
sondern sie ist wesentlich bedingt durch die regelmäßige An- 
ordnung der Atome im Kristall, derzufolge die Beugung am 
Einzelatom, dessen Struktur bisher nicht genügend bekannt ist, 
zurücktritt hinter der Beugung an der Anordnung der Atome. 

Unser Gleichungssystem (13) ist die notwendige Bedingung 
für das Bestehen des „dynamischen Gleichgewichts‘ im Kristall, 
d.h. dafür, daß das Wellenfeld y durch die Beugung an den 
Kristallatomen immer wieder regeneriert wird. Frei bleibt 


—. 


1) M. Born, Ztschr. f. Phys. 38. S. 803. 1926. 

2) F. Zwicky, Proc. Nat. Acad. Amer. 12, S. 518. 1927. 

3) Am nächsten kommt unserer Methode die von Faxén und Holts- 
mark für die Beugung am Einzelatom entwickelte, die gleichfalls auf das 
wirkliche y-Feld des gebeugten Elektrons im beugenden Atom Bezug 
nimmt. Ztschr. f. Phys. 45, S. 307. 1927. 
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dabei die Wahl des Ausbreitungsvektors f, und der Ampli- 
tude y, der Primärwelle; jedoch nur so lange, als der Kristall 
wirklich unendlich ausgedehnt ist und nirgends mit einem 
anderen Medium in Berührung kommt. Durch die Erschei- 
nungen an der Oberfläche des Kristalls, die wir im folgenden 
Paragraphen behandeln, wird über die Konstanten des ,,Primar- 
strahls‘‘ verfügt. 


§ 8. Aufstellung der Grenzbedingungen 


Wir nehmen jetzt den Kristall nicht mehr als unendlich 
ausgedehnt an, sondern als begrenzt durch die Fläche 


(14) z=0 


und verstehen unter z eine Koordinate in Richtung der Kristall- 
normalen. Der Kristall befindet sich im Halbraum z > 0, der 
Halbraum z < 0 sei Vakuum. Dann ist 
V=0 fir z< 0 
3 
(15) | aunt >" e2xi(gt) fir z >0 
g 


Für jedes der beiden Gebiete können wir die Lösung der 
Schrödingerschen Gleichung 


(88) Ay+(K?+U)y=0 


angeben. Im Kristall ist die Lésung von (3a), wie wir gesehen 
haben, eine Superposition von dreifach unendlich vielen ebenen 
Wellen 
(11) 


deren Amplituden y, durch (18) miteinander verkoppelt sind. 

Im Vakuum erhalten wir als Lösung ebene Wellen c ce" mit 

der Wellenzahl | K, die sich beliebig superponieren 

lassen: 


ei Amt) 
(16 2<0 
| & =K, beliebig 


Es fragt sich, in weleher Beziehung die Wellenfelder im 
Kristall und im Vakuum zueinander teen. = 
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Nach Faxén und Holtsmark!) hat zu beiden Seiten 
eines Potentialsprungs sowohl die Wellenfunktion y als auch 


ihre normale Ableitung sy den gleichen Wert: 


_ u oy _ 
= 


Wenn also r’ einen Vektor in der Kristalloberfläche bedeutet, 
so muß gelten: 


(18) (8, n) ) ei = n) ) eto’) 


n ist ein FRE in u der Kristallnormalen. 
Die Gleichungen (19) gelten für jeden Punkt r’ der Kristall- 
oberfliche. Also müssen die Faktoren der einzelnen periodi- 
schen Funktionen von r’ für sich verschwinden. Nun haben 
zwei e-Potenzen, etwa e'=s und et) ersichtlich dann in 
der Oberfläche des Kristalls die gleiche Periodizität, wenn die 
Projektionen der Ausbreitungsvektoren &,, und f, auf die 
Kristalloberfläche übereinstimmen. Wir werden deshalb die 
Ausbreitungsvektoren in eine zur Oberfläche normale und eine 
tangentiale Komponente zerlegen: 

2 = A, Tu + lan 
f, = + y,0 

T„ und t, sollen dabei Einheitsvektoren in Richtung der Pro- 
jektionen der Ausbreitungsvektoren §,, und f, auf die Kristall- 
oberfliche sein. Es miissen dann die Oberflichenbedingungen 
(18) für alle die Wellen einzeln erfüllt sein, deren Ausbreitungs- 
vektoren die gleiche Projektion auf die Oberfläche besitzen. 
Unter den Vakuumwellen gibt es nun, da | &,,| = K_ fest- 
gelegt ist, überhaupt nur zwei mit vorgegebener Tangential- 
komponente A,,Z,,. Ihre Ausbreitungsvektoren $, und &,,’ 
unterscheiden sich durch das Vorzeichen ihrer Normalkom- 
ponente 


(20) 


(19) 


1) Faxén und Holtsmark, Ztschr. f. Phys. 45. s. 307. 1927. 
Die gleichen Grenzbedingungen lassen sich nach der Methode von Ewald 
(Ann. d. Phys. 49. S. 1—38 und S. 117—143. 1916) gewinnen. Wir zitieren 
diese Arbeiten als „Ewald I und II“. 
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Für endliche Amplituden kann aber nie gleichzeitig en a 


erfüllt sein. Demnach müssen gleichzeitig mit der einfallenden 
(&,,) und reflektierten ($,,’) Vakuumwelle auch stets gebrochene 
Wellen f, im Kristall auftreten, die hinsichtlich der Projektion 
ihrer Ausbreitungsvektoren auf die Kristalloberfläche mit den 
Vakuumwellen übereinstimmen, d.h. für die 


(21) An Tn = 


gilt. Die Anzahl dieser Kristallwellen ist dabei nicht, wie die 
der Vakuumwellen, auf zwei beschränkt!), weil die Wellen- — 
zahl f, der Kristallwellen beliebig ist. Wir bekommen demnach 


” Im = ag tg 


Rechts ist über alle Kristallwellen zu summieren, für die 2) 
erfüllt ist. Für die Vakuumwellen bekommen wir 


- 
Yo 


AmTm = agtg 
Das sind zusammen mit (21) die gesuchten Grenzbedingungen, 
d.h. die Beziehungen zwischen Richtungen und Amplituden 
der Vakuum- und Kristallwellen. 

Aus der Übereinstimmung der Vakuum- und Kristall- 
wellen hinsichtlich der Tangentialkomponenten der Aus- 
breitungsvektoren folgt für jedes einzelne Paar von Kristall- 
wellen und Vakuumwellen das Brechungsgesetz. Bezeichnen 
wir nämlich den Winkel zwischen Kristallnormale und der 
Richtung einer Kristallwelle mit 9, und den entsprechenden 
Winkel für die Vakuumwelle mit ©,, so gilt nach dem Vorigen j 
ersichtlich 

A, = K sin9, = ky sin 3, = a, 

1) Falls die Oberfläche des Kristalls eine Netzebene ist, so treten 

unendlich viele Kristallwellen mit vorgegebener Tangentialkomponente auf, 
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und daraus folgt das Brechungsgesetz | 


sin 


natürlich mit von Fall zu Fall u Brechungsindex. 
Wenn weiterhin 


(25) 


einen aus dem Vakuum einfallenden Primärstrahl bezeichnet, 
so muß der Primärstrahl im Kristall sich in der Form 


(25a) 


darstellen. Durch die Gitterbeugung können nun aus diesem 
Primärstrahl nur die Kristallwellen 


(26) 
entstehen und folglich auch nur solche Vakuumwellen 
(26a) ei (Kmt) — YF ei(4dm Im + t) 


deren Ausbreitungsvektoren durch 


gegeben sind. Jeder Vektor g des it Gitters bildet 
aber bekanntlich die Normale zu einer Schar von Netzebenen 


(r)=Gn 


wobei G der größte gemeinschaftliche Teiler der drei Indizes 
und n eine ganze Laufzahl ist. Die Oberfläche des Kristalls 
(nr) = 0 schneidet die erste Netzebene der Schar (n = 1) in 
der Schnittlinie 

(28) (Gtangt) = — (Gu) =G 

Lage und Abstand der von den Atomen der Oberfläche ge- 
bildeten Gitterstriche bestimmen also sämtliche Vektoren gang 
und dadurch alle aus dem Primärstrahl (24) entstehenden ge- 
beugten Vakuumwellen (26). Damit ergibt sich wieder der be- 
reits im $ 1 aufgestellte Satz: Bei fest gegebener Einfallsrichtung 
und Vakuumwellenlänge ist die Richtung etwa auftretender, 
in das Vakuum zurückreflektierter Strahlen allein durch die 
Struktur der Kristalloberfläche gegeben und unabhängig von 
allen Vorgängen innerhalb des Kristalls, vor allem von einem, 
wenn auch richtungsabhängigen Brechungsindex; allein die Be- 


Y, — IP, gi(doLo + Ton.) 


Wo ei for) pn Yo ei (Ao + Yon,t) 
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stimmung der Wellenlänge, bei der überhaupt (bei gegebener 

Einfallsrichtung) selektive Reflexion auftreten kann, und der 

Intensität des reflektierten Strahls wird von den Vorgängen im 
' Kristall beeinflußt (vgl. S. 58). 


$4. Zurückführung der dynamischen Gleichungen auf zwei 


Das Gleichungssystem 
(18) Yn (K? + 09 — = — 


der dynamischen Gleichungen läßt sich natürlich nicht exakt 
lösen. Doch werden wir annehmen dürfen, daß die Summe 
auf der rechten Seite zumindest für kein Wertetripel h,, hg, hs, 
besonders große Werte annimmt, im allgemeinen aber auch für 
keines besonders kleine.) Die Größe der Amplitude y, wird 
also im wesentlichen durch die Größe des Resonanzfaktors 
K? + — 

bestimmt werden. Dieser Faktor wird im allgemeinen, d.h. 
bei beliebigem K, nur für eine einzige y-Schwingung klein sein 
können. Da aber die einfallende (Primär-)Welle unter allen 
Umständen eine ‚große Amplitude hat, so muß der Resonanz- 
faktor 
unter allen Umständen klein sein. Dann existieren aber keine 
weiteren (reflektierten) Wellen mit kleinem Resonanzfaktor, 
also großer Amplitude, und es wird nach außen hin nur die 
kontinuierliche Streuung zu beobachten sein, die von der 
Temperaturbewegung der Kristallatome herrührt. Für ganz 
bestimmte Wellenzahlen K der einfallenden Welle werden aber 
gleichzeitig zwei Resonanzfaktoren klein.*) Es tritt dann die 
im § 1 wellenkinematisch behandelte „selektive Reflexion’ nach 
einer bestimmten Richtung auf. Die hier aufgestellte Bedingung 
des gleichzeitigen Verschwindens zweier Resonanzfaktoren ist 
identisch mit der in §1 aufgestellten Bedingung für selektive 
Reflexion, daß die durch einen Brechungsindex modifizierten 
Laueschen Gleichungen erfüllt sind. 


1) Über Kleinwerden und Verschwinden der Summe vgl. § 8. Aus- 
löschungsgesetze. 

2) Eventuell auch mehr, doch schließen wir diesen Fall von der 
Betrachtung aus wegen der damit verbundenen mathematischen Schwierig- 
keiten. Über den Fall symmetrischer Reflexion vgl. § 9. 


2 


7 


| 
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Um zunächst die geometrischen Verhältnisse bei zwei 
starken Strahlen zu studieren, benutzen wir wieder die Ver- 
anschaulichung der Ausbreitungsvektoren im Ewaldschen rezi- 
proken Gitter. Wie schon in $ 2 bemerkt, lassen sich die Aus- — 
breitungsvektoren 


(11) f, =) + 22h 

darstellen als die Fahrstrahlen, die von dem Ausbreitungs- 

punkt A mit den Koordinaten — =: _ EM — —7_ nach 
2a 22 


simtlichen Gitterpunkten 

= h, b, + hy + hg b, 
des reziproken Gitters gezogen werden kénnen. Dabei ist der 
Ausbreitungspunkt A im allgemeinen kein Gitterpunkt. Die 
strengen Laueschen Gleichungen mit der Modifikation durch 
einen Brechungsindex würden nun verlangen, daß die beiden 
Resonanzfaktoren des Primär- und Sekundärstrahls exakt Null 
sind: 
(29) ko? = k,? = K? + = 
Geometrisch bedeutet dies, daß die Gitterpunkte (0, 0,0) und 
(hy, he, hs) des reziproken Gitters beide auf der Ausbreitungs- 
kugel liegen müssen, d.h. auf der Kugel mit dem Radius 


+ % um den Ausbreitungspunkt A. Doch 
werden wir zwei starke Wellen auch dann noch erhalten, wenn 
die beiden Punkte des reziproken Gitters in der Nähe der 
Ausbreitungskugel liegen, und das Intensitätsverhältnis der 
beiden Strahlen wird gerade von dem Abstand der beiden 
Punkte des reziproken Gitters von der Ausbreitungskugel ab- 
hängen. Diese Abstände 

= x — ky 
(80) & = —k, 
nennen wir Resonanzfehler. Sie stehen miteinander in einer 
geometrischen Beziehung, weil nach dem vorigen Paragraphen 
der Ausbreitungsvektor der aus dem Vakuum einfallenden 
Welle 
(31) R=AT+Irn 


den wir als bekannt vorauszusetzen haben, mit dem Aus- 
breitungsvektor der Primärwelle im Kristall 


(81 a) f=attyn li 
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beziiglich der beiden Komponenten poraliel zur Oberfläche 
übereinstimmt: 
AT=at 


Der Ausbreitungspunkt ist also bereits auf eine ganz bestimmte, | 


durch den Punkt — st gelegte Normale zur Kristalloberfläche 
(am reziproken Gitter) festgelegt. Auf dieser Parallele existiert 
ein Punkt L, den wir mit Ewald als Lauepunkt bezeichnen, 
fir welchen der Ursprung des reziproken Gitters genau auf die 


L Lauepunkt; O Nullpunkt des reziproken Gitters; H „Reflexionspunkt“ 
(hy, hg, hy). db, Richtung der Kristallnormale (geom. Ort für Laue- und 
x x—C 
Qn’ 
Ausbreitungsvektoren 
Fig. 2 


Ausbreitungspunkt). 


vom Lauepunkt aus gezogene 


Ausbreitungskugel zu liegen kommt. In diesem Fall wird der 
Gitterpunkt 5 einen ganz bestimmten Abstand von der Aus- 
breitungskugel besitzen, den wir als Anregungsfehler bezeichnen. 
Bezeichnen wir den Fahrstrahl vom Lauepunkt zum Ursprung 


des reziproken Gitters mit _, so gilt also: 


(32) C=AT+ yn; y= Vx? —A?, = 
(32a) |\©+ 


& stellt den Resonanzfehler e, dar, für den Fall, daß e, Null ist. u 


& steht in einer einfachen Beziehung zu x, wenn wir in Über- 
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einstimmung mit den Versuchen von Davisson und Germer 
annehmen, daB die Richtwng des einfallenden Strahls im Kristall 
ein für allemal konstant bleibt. Dann muß nämlich für eine 
ganz bestimmte Wellenzahl x, der Anregungsfehler verschwinden, 
d.h. es muß eine Wellenzahl x, geben, die die Laueschen 
Gleichungen exakt befriedigt und für die infolgedessen beide 
Gitterpunkte (0,0,0) und (h,, ha, hs) gleichzeitig auf der Aus- 
breitungskugel liegen. Nun ergibt sich aber aus (32) und (32a) 
bei Vernachlässigung von ¢? 


(Ch) +4n?h?= x? — 26% 
bzw. fiir x = x» 
+ |? = + (Gh) + 4a? h? = 
und daraus 
Cx = (C, — h) = 2m (x — x) (Gy, 
Aus Fig. 2 liest man leicht ab 


22h =— 2x cos (Cp, 5) 
— 
cos (Cy, h) =— 2x cos? (Cy h) =— x (1 + cos 9) 
so daß wir schließlich für den Anregungsfehler erhalten 
(83) f= (% — xp) (1 + cos 8) 
wo ® der Winkel zwischen Primär- und Sekundärstrahl im 
Kristall ist. 
Vermittels des Anregungsfehlers £ können wir nun aber 
leicht die beiden Resonanzfehler e, und e, auf den Abstand d/2z 


zwischen Ausbreitungspunkt A und Lauepunkt L zurückführen. 
Der Ausbreitungspunkt soll also im reziproken Gitter die 


Koordinaten 
ft, t 
_ 


by 


2rı 2rı 
besitzen. Dann liest man ohne weiteres für kleine „Anpassungen“ 
d an der Fig. 3 die Beziehungen ab: dee Pe 
e, = dcos 0, 


und es kommt im folgenden darauf an, bei gegebenem An- 
regungsfehler die „Anpassung“ d zu berechnen. 
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Nunmehr gehen wir an die Behandlung des Gleichungs- 
systems (13). Wir nehmen dazu, wie schon in §2 §. 63 an- 
gedeutet, die Amplituden der beiden Wellen mit den Aus- 
breitungsvektoren 


f, =f, + 275, k, = — 
als groß gegenüber allen anderen an und nennen sie der Hervor- 


hebung halber c, und c, Dann berechnen wir alle übrigen 
Amplituden in der Weise aus den Gleichungen 


(13) 


4 Anpassung d und Resonanzfehler «, und «, 
Fig. 3 


daß wir in den rechts stehenden Summen nur die Glieder | 


berücksichtigen, welche die beiden großen Amplituden c, und c, 
der beiden Hauptwellen enthalten. Damit erhalten wir für die 
„kleinen“ Amplituden die Werte 


(35) — k? 


die wir nunmehr in diejenigen beiden Gleichungen des Systems 
(18) einsetzen können, welche sich auf die beiden Hauptwellen 
‚beziehen. Es sind dies die Gleichungen: ; 

Yo — kg?) = 2c, =— 
— ky?) = % =— D yy 


© 


f 
| 
| >"; 
| | 
t, “4 
hy 


Wir erhalten daraus 


c (2% — Vy) — 
Cy (2% — =O 


(36) 


mit den Abkürzungen 


= 


Hat der Kristall ein so vereinfachen 
mit Rücksicht auf die Beziehung 


(7a) Vpn = V_p 


die Ausdriicke (87) zu: 


Wir haben nunmehr dadurch, daß wir auf der rechten Seite 
der Gleichungen (18) nur die Beiträge der Amplituden der Haupt- 
wellen berücksichtigt haben, das unendliche Gleichungs- 
system (13) reduziert auf die beiden homogenen Gleichungen (36) 
zwischen den Amplituden der beiden Hauptwellen. Selbst- 
verständlich könnte man die Näherung weitertreiben. Doch 
würde dadurch nur der numerische Wert der Größen V,,, 
Vie, Veo geändert, nicht jedoch der Bau der Gleichungen (36), 
auf den es prinzipiell allein ankommt. Diese Gleichungen 
schreiben sich unter Einführung der Anpassung d nach (34): 


1 — Vy) — Veg = 9 


(2x +) — y, —¢, Va=0 
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$5. Die Dispersionsgleichung 
PL Bestimmung der Ausbreitungsvektoren 


In den beiden Gleichungen (86a), die wir im vorigen 
Paragraphen gewonnen haben, ist außer den beiden Amplituden 
der Hauptwellen c, und c, noch die für die Bestimmung der 
Ausbreitungsvektoren der dynamischen Wellen maßgebende 
Größe d unbekannt. Sie bestimmt sich in der üblichen Weise 
daraus, daß die Determinante der beiden Gleichungen (36a) 
verschwinden muß: 


~ 2xcos cos 2x cos 4x*cos 3, cos 


(38) ist in der von uns angestrebten Näherung die Dispersions- 
gleichung für Elektronenwellen in einem Kristall. Thre Lösung ist 


4x cos 3, 4x cos dt, 20089, 
(39) 1 
> y ( Vi __ Na + Vis 
4xcos?, 4xcost, 2cosd, 4x* cos 9, cos 9, 


Durch die Form (39) der Lösung, in der eine Quadratwurzel 
auftritt, werden wir, wie Ewald bei der dynamischen Theorie 
der Röntgenreflexionen!), auf die Unterscheidung von zwei 
Fällen geführt: 

1. Lauefall: Primär- und Sekundärstrahl sind beide von der 
Eintrittsfläche des Primärstrahls fort gerichtet. Dann sind 
cos #, und cos 9, beide positiv, also werden die beiden Lösungen 
für d und somit alle Ausbreitungsvektoren stets reell. Dieser 
Fall ist bei den Versuchen von Thomson?) und Rupp?) 
realisiert. Allerdings liegt dort insofern ein etwas anderer Fall 
vor, als es sich um mikrokristalline Metalle handelt. Doch 
kann man bestimmt sagen, daß ein komplexer Ausbreitungs- 
vektor, welcher bei der Beobachtung der durch den Kristall 
durchgehenden Elektronen mit starker Schwächung des zu 
beobachtenden Strahls verknüpft wire‘), nicht auftreten kann. 


2) G.P. Thomson, a. a. O. 7 

3) E. Rupp, a. a. O. 5 

4) Die Amplitude (und Intensität) nimmt bei komplexen Ausbreitungs- 
vektoren, wie im nächsten Paragraphen gezeigt wird, exponentiell beim 
Fortschreiten in das Kristallinnere abe 


4 1) P.P. Ewald III, a. a. O., 8. 571ff. und besonders 8. 585ff.. 


i 
- 


2. Braggfall: Der Sekundärstrahl tritt auf der Eintritts- 
seite des Primärstrahls wieder aus, cos ®, ist also negativ. Dann 
ergeben sich für den Fall, daß 
(40) | Vin Vee 


4xcosd,  4xcosd, 
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< Via 
2 cos 2xV — cos cos 


komplexe Werte für d, also auch komplexe Resonanzfehler und 
Ausbreitungsvektoren. Wie wir im nächsten Paragraphen sehen 
werden, geht in diesem Fall die gesamte Intensität des ein- 
fallenden Strahls in den reflektierten über. Wir wollen diesen 
Fall, der für einen gewissen Wertbereich von & eintritt, den 
Fall der Selektivreflexion nennen, in Präzisierung dieser schon 
in $1 gebrauchten Bezeichnung. Unser Gebiet der ,,Selektiv- 
reflexion stellt sozusagen den Kern eines Laueflecks dar. 

Das Analogon zur Selektivreflexion tritt natürlich auch bei 
Röntgenstrahlen auf. Ewald bezeichnet die Erscheinung mit 
„Totalreflexion‘“, doch könnte diese Bezeichnung bei uns zu 
Verwechslungen mit der im $1, Ende, besprochenen Total- 
reflexion führen, welche beim Austritt der Elektronen aus dem 
Kristall auftritt und mit dem Brechungsindex u > 1 zusammen- 
hängt. Die letztere Erscheinung ist das genaue Analogon zur 
optischen Totalreflexion und beruht wellentheoretisch auf der 
Tatsache, daß die Normalkomponente I, der austretenden 
Vakuumwelle ($ 3) rein imaginär wird, während die Normal- 
komponente der zugehörigen Kristallwelle reell ist. Es ist ja 
für den Ausbreitungsvektor im Vakuum 


| &, |? = A,? + I? = K?, 


für den Ausbreitungsvektor im Kristall bleibt die Komponente 
parallel der Kristalloberfläche dieselbe: 


| |? = An? + yn? = = 
Wenn also _ 


(41) lyn|<%, 

so wird K? < A,?, also I’, rein imaginär. Das läßt sich auch 
korpuskular aussprechen: Wenn die zur Oberfliche normale 
Komponente der Geschwindigkeit eines Elektrons £ zu klein 
ist, um die Potentialdifferenz V zwischen Metall und Vakuum 
zu überwinden, d.h. wenn 
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Da nun nach (7) 


Sntme 
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so kann das Elektron nicht ins Vakuum austreten.!) Nun ist 
aber der Ausbreitungsvektor f der de Brogliewelle nach Größe 
und Richtung gleich dem 2r/h-fachen des Impulsvektors m v 
des Elektrons und demnach können Elektronen nicht austreten, 
wenn 

(41b) 


so ist die cane (41a) identisch mit der an 
(41) 

Interessant ist, daß bei Elektronenwellen die Selektiv- 
reflexion die gesamte aus dem Vakuum einfallende Intensität 
ins Vakuum zurückgelangen läßt, die Totalreflexion wegen des 
Breehungsindex u >1 dagegen die gesamten Elektronen im 
Kristall zurückhält. Bei Röntgenstrahlen wirken wegen u < 1 
beide Erscheinungen im gleichen Sinne, daß nämlich die ganze 
Intensität der Röntgenstrahlen ins Vakuum zurückgelangt. 

Um uns über das Gebiet der Selektivreflexion näher zu 
orientieren, setzen wir für eine zweite Näherung!) die Größen 
Viv» Vie» Va, konstant in dem ganzen zu betrachtenden Wellen- 
längengebiet. Dann sehen wir, daß sich das Gebiet der Selektiv- : 
reflexion um einen mittleren oye We | 
(42) Pes — cos 3, 


2x cos 


= 


nach beiden Seiten hin symmetrisch erstreckt bis zu den An- 
regungsfehlern 

G=otw, 
wobei die halbe Breite des Gebiets der selektiven Reflexion, 
ausgedrückt in Einheiten des Anregungsfehlers, gleich 


cos 


ist („Selektionsbreite‘“). Gehen wir nach (33) zu den einfallenden 
Wellenzahlen über und nehmen wir mit Davisson und Germer 
die Einfallsrichtung normal zur Oberfläche =0, 0, 


1) Als erste Näherung wollen wir die einfache Theorie mit Brechungs- 
index betrachten. Die Andeutung einer dritten Näherung geben wir im $ 7. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 6 
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so erhalten wir das Resultat, daB das Gebiet der Selektiv- 
reflexion sich um eine mittlere Wellenzahl 


V,, cost + Ve. 


(42a) mt 2x,(1 + cos 9) 

nach beiden Seiten hin je um die Wellenzahldifferenz : 
w _ Veos + 


erstreckt. Das Auflésungsvermégen des Kristalls ergibt sich 
danach von der Größenordnung 


Wir werden hierauf in $$ 6 und 12 noch zurückkommen. Für 
beliebige Einfallsrichtungen tritt /-= 
Veos 9. 


Die zur Bestimmung der Ausbreitungsvektoren wichtige 
„Anpassung“ schreibt sich am einfachsten, wenn wir den 
Selektionsfehler 


= = an die Stelle von 


(45) W = cos 4, 


cos 
cos 


einführen. Dann wird nämlich 


(46) de = 2 cos ) 


$6. Berechnung der Intensitäten 


Die aus den dynamischen Gleichungen (13) gewonnene Dis- 
persionsgleichung (38) liefert für die „Anpassung“ d zwei Werte: 


A w WwW w 3 
~ Qecosd, 2cosd, 
(46a) 


2x2c084, 2c08%, 2 cos 


Jedem Wert von d entspricht ein Paar Ausbreitungsvektoren 
des Primär- und Sekundärstrahls, die wir unter Einführung von 


\7=n=% * Zeosd, mit % = Vx 


2xL 
Br. 
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nach (34a) in der Form 
=f,+on 
f,’=f,-—on 
f, =f, + 27h 
schreiben können. Hierbei bedeutet, wie früher, t; den Einheits- 
vektor in Richtung der Projektion von f, auf die Kristall- 
oberfläche, n denjenigen in Richtung der Kristallnormalen. 


Zu jedem Paar Ausbreitungsvektoren in (48) folgt nun aus 
der 1. Gleichung (36a) 


2xdcos#, — Vi, 
Vis 

ein bestimmtes Verhältnis zwischen den Amplituden von 

Primär- und Sekundärstrahl, das sich nach (46a) und (48) 


schreibt: 


49) 
2 7 cos 
Es bleibt aber bisher die Frage offen, wie sich die Intensitit 
einer gegebenen aus dem Vakuum einfallenden Welle 


(50) Wo = C, ei(Rır) = C, ei (at, + 0,1) 


auf die beiden dynamisch möglichen Paare von Primär- und 
Sekundärwellen verteilt. 

Auf diese Frage geben nun die in $ 3 abgeleiteten Ober- 
flächenbedingungen Antwort. Wir fanden dort Beziehungen 
zwischen den Amplituden der Vakuumwellen und der Kristall- 
wellen, deren Ausbreitungsvektoren bezüglich der Projektion 
auf die Oberfläche übereinstimmen. Bei unseren Intensitäts- 
berechnungen werden wir nun, entsprechend dem Grade unserer 
Näherung, nur diejenigen Vakuumwellen in Rücksicht ziehen, 
die den beiden „Hauptwellen‘‘ im Kristall korrespondieren. 
Dabei entsprechen streng genommen sowohl der Primär- wie 
der Sekundärwelle nach (23) an der Eintritts- und an der 
Austrittsseite je zwei, nämlich eine aus dem Vakuum ein- 
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fallende und eine ins Vakuum hineindringende, Welle. Von 
diesen beiden ist aber immer nur eine von beträchtlicher 
Intensität. Denn für die beiden ,,Hauptwellen“ wird ja k, 
und k, nahe gleich x = YK?-+v, ‚d.h. für nicht allzu „weiche“ 
Strahlen (K?>v,) auch ungefähr kh, = k, = K. Da aber die 
zur Oberfläche parallelen Komponenten korrespondierender 
Kristall- und Vakuumwellen übereinstimmen: 


a, =A,, 


so sind fir die Hauptwellen auch die entsprechenden Normal- 
komponenten einander entweder ungefähr gleich oder entgegen- 
gesetzt: 


Dann wird stets eine der beiden Vakuumwellen in den Glei- 
chungen (23) nahezu Null (wir werden sie in unserer Näherung 
vernachlässigen) und es bleibt nur jeweils auf der Eintrittsseite 
eine einfallende, auf der Austrittsseite jedes Kristallstrahls eine 
ausfallende Vakuumwelle übrig. 

Auf der Eintrittsseite der Primärwellen f,’ und £,” fällt 
aus dem Vakuum y, ein. Aus (23) ergibt sich 


Vernachlässigen wir hier die kleine Größe w und schreiben für 

[ das arithmetische Mittel der beiden nahe gleichen Größen I’, 

7 und y, das geometrische: u 

> Ssırfı 


th- 
“Vin 
so kommt 

Y 

(51) C, + ¢,”) 


Auf der Eintrittsseite der Sekundärwelle fällt aus dem 


Vakuum keine Welle ein, also ist 
0 I, @ r’) + I, @ t’) 


wo t’ einen Ort auf der Eintrittsfläche des Sekundärstrahls be- 
deutet. Ist diese Fläche der Eintrittsfläche des Primärstrahls 
parallel und der Abstand beider H, so ergibt sich mit den 
gie :ichen Vernachlässigungen wie bei der Primärwelle 


dei + ¢.” e- ion 


7 
ee 
| 
7 
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oder unter Benutzung von (49) 

(52) (W+YM, +0" 
Setzen wir noch 

(52a) W = Cos» 

so bestimmen sich aus den beiden Grenzbedingungen (51) 
und (52) die beiden Amplituden der zwei Primirwellen: 


e 7 -ioH 
7, 2S8in(y + io =. 
et ation 
[4 + C 17% - fe 
1 7, 28in(7 +ioH) =” 
; 
Die gesamte Primärwelle wird?): 


T Sin (n - io(H — 


(54) 


fı VW'-1cooH+iWsinoH 


Entsprechend bekommen wir für die Sekundärwelle, wenn wir 
berücksichtigen, daß k, = k,, also 


= 
ist, den Ausdruck 


(S40) Ya = — Sin (7 + H) 

Ins Vakuum fallen sowohl in Richtung der Fortsetzung des 
Primärstrahls wie auch in Richtung des Sekundärstrahls Wellen 
aus, deren Amplituden sich aus denen des Primär- und Sekundär- 
strahls im Kristall vermittels der Grenzbedingungen (23) be- 
rechnen: 


(55) = - .en-MH, 
VW? -1csaH+iWsinoH 
isin w H 
Der letzte Strahl ist der in den Versuchen von Davisson und 
Germer beobachtete ,,reflektierte“. 


(55a) = C,- 


1) z bedeutet eine Koordinate in Richtung der in den Kristall hinein- 
weisenden Normalen auf der Oberfläche. BR, 
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Nun interessiert uns aber weniger der mathematische Aus- 
druck für die verschiedenen Elektronenwellen, sondern vor 
allem die Zahl der in der Zeiteinheit durch den Querschnitt 
jedes Strahls transportierten Elektronen, die „Stromstärke“ S. 
Diese berechnet sich als Produkt der Elektronengeschwindigkeit 
mit dem Querschnitt des Elektronenstrahls und der Zahl der 
pro Volumeinheit vorhandenen Elektronen. Die Elektronen- 
geschwindigkeit ist der Wellenzahl direkt (der Wellenlänge 
umgekehrt) proportional, der Querschnitt des Elektronenstrahls 
ist direkt proportional dem Cosinus des Winkels zwischen ihm 
und der Normalen auf der Kristalloberfläche (vgl. Fig. 4), das 


Querschnitt der Strahlenbündel und Richtungscosinus: Sa Sa 
cos 


Fig. 4 


Produkt beider Größen ist also der Normalkomponente des 
Ausbreitungsvektors proportional. Die Zahl der Elektronen 
pro Volumeinheit wird bekanntlich durch das Quadrat des 
absoluten Amplitudenbetrages der de Brogliewelle gegeben. Wir 
bezeichnen die Stromstärke des Primärstrahls im Vakuum 


(56) C,2 = So 


und haben nun zwei Fälle zu unterscheiden: 
1. Außerhalb des Gebietes der Selektivreflexion!) ist W >1, 
also 7 und » reell. Die Intensitäten des Primärstrahls 


(56a) an w? cos? (H— x) 8, 


8, 
1 W? — cos? w H 


» 
7 
' 
- 
% 
aU \ 
2, 
2 
1) Die gleichen Uberlegungen gelten stets fiir den Lauefall (vgl. S. 79). 


und des Sekundärstrahls 


(56 b) 
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sin? w (H — x) 
2 W?* — cos* H 
sind dann im Kristall periodischen Schwankungen unterworfen, 
so zwar, daB im Endeffekt die durch einen Querschnitt des 
Kristalls in Richtung des Primärstrahls transportierte Elek- 
tronenanzahl 


(56) 


5 


1 2 W? — cos? w H 
unabhdngig ist von der speziellen Wahl des Querschnitts. Das 
ist natürlich schon darum erforderlich, weil sonst in gewissen 
Schichten des Kristalls ein dauernder Zustrom, in anderen ein 
dauernder Verlust von Elektronen stattfände, während das 
ganze von uns betrachtete Wellenfeld der Elektronen stationär 
sein soll. Doch nehmen im einzelnen die Ströme des Primär- 
und Sekundärstrahls räumlich periodisch, und zwar beide im 
gleichen Sinne, zu und ab, wobei die Periode einer solchen 


Intensitätsschwebung 

n 
w V 
wenige Atomschichten beträgt. Dieser Befund steht in Analogie 
zur Ewaldschen Pendellösung!) im Fall reeller Resonanzfehler. 
Im Zusammenhang mit den periodischen Intensitätsschwan- 
kungen der Elektronenstrahlen im Kristall ist auch die Intensität 
des ins Vakuum zurück reflektierten beobachtbaren Sekundär- 
strahles 


sin? H 
(57) 5, = 8 W? — cos* o H 


ebenso wie die aus der Fläche z= H in Richtung der Fort- 
setzung des Primärstrahls wieder ins Vakuum tretende Inten- 
sität?) 

(57a) 8, = §, 


8) 


W’-ı 
— cos? o H 
abhängig von der Dicke des Kristalls. Die gesamte aus dem 
Kristall austretende Stromstärke des Primär- und Sekundär- 
strahls ist natürlich gleich dem eintretenden Elektronenstrom: 
(57b) 


1) Ewald III, a. a. O., S. 586. 
2) Dies ist die zum Primärstrahl auf der Austrittsseite gehörige 
Vakuumwelle, welche wir bisher nicht besonders aufgeführt Per 
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Die Intensität des gebeugten wie des durchgehenden Primär- 
strahls nach (57) und (57a) ist so empfindlich gegen eine Ände- 
rung der Ah daß sie schon bei einer Änderung um 
wenige Atomschichten vom Maximum zum Minimum übergeht. 
Sie wird daher infolge der geringsten Unregelmäßigkeiten des 
Kristalls nicht zu beobachten sein. Infolgedessen müssen wir 
von diesen ,,Interferenzen an der planparallelen Platte’ ab- 
sehen und über die Dicke des Kristalls mitteln. Dann erhalten 
wir schließlich als Ausdruck für den reflektierten Elektronen- 
strom 


und fiir den durch den Kristall — Regt 


(58a) 


2. Im Gebiet der Selektivreflexion wird der Selektionsfehler 
W <1 und dementsprechend 7 und w imaginär. Der exakte 
Ausdruck für die Intensität der Primärwelle lautet dann 


>" 0° +2-4W:+ 7 


Doch sind bei einigermaßen beträchtlicher Dicke des Kristalls 
(wegen der immerhin beträchtlichen Größe von » schon bei 
etwa 100 Atomschichten) die Glieder e?!e\@-2 und 
weitaus überwiegend und es wird 


59) 8, = S, 
Ebenso nimmt auch die Intensität des Sekundärstrahls Zs 
(59a) &, = 


exponentiell nach dem Innern des Kristalls zu ab, der in Richtung 
des Primärstrahls verlaufende Strom wird demnach Null (genau 
genommen 4 (1 — W?) e~?!”!#) und es dringt nur die geringe 
Intensität 


4(1— W°) 


durch den Kristall in Richtung des Primärstrahls hindurch. 


Di übri infallenden Elekt 
ıe ganzen ubrigen ein e 
e- @ = @ 
0s) 


er: 
4 

| 
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gelangen in den reflektierten Strahl, und bei genügend großer 
Dieke des Kristalls wird praktisch 
(61) So ’ 
d. h.: Im Gebiet der Selektivreflexion geht der gesamte einfallende 
Elektronenstrom in den reflektierten Strahl über. 

Die bisherigen Formeln beziehen sich auf fest gegebene 
Wellenlänge und Einfallsrichtung. Fällt auf den Kristall ein 


ganzes Wellenlängengebiet auf: 


wie dies praktisch meist der he all ist, so wird von einer ROTER 
Netzebene h,, ha, hg des Kristalls insgesamt die 


(62) Km-4K 
aS,w 
reflektiert. Hiervon entfallen 
1 + cos 4 


auf das Gebiet der Selektivreflexion, der Rest wird in Form 
von Wellenlingen zu beiden Seiten dieses Gebietes reflektiert. 
Der Verlauf der Intensität des reflektierten Strahles als Funktion 
der mit der Wellenzahl x durch die Gleichung (45) verknüpften 
Größe W ist in Fig. 4 dargestellt. Die Intensität fällt nach 
dieser Kurve zu beiden Seiten des Gebiets der Selektivreflexion 
sehr rasch ab, so daß die „Halbwertsbreite‘‘ eines vom Kristall 
gebeugten Wellenlängenbereichs 


‘1+cos 1+ cos ¢ 


nicht wesentlich breiter ist als das il der Selektivreflexion. 
Das Auflösungsvermögen des Kristalls wird demnach bei absolut 
scharf definierter Einfallsrichtung des Primärstrahls!) 


1) Die Formel gilt für senkrechte Inzidenz des Primärstrahls, 
Andernfalls tritt FR an die Stelle von Y cos #, wo ®, und @, 
die Winkel zwischen einfallendem bzw. reflektiertem Strahl und Kristall- 


normale bedeuten. 


t 
| 
| 
| 
q 
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(64) __% 3 

und hat nach $ 11 einen numerischen Wert von etwa 100 für 
Wellenlängen A = etwa 1 A. Im übrigen entspricht der Inten- 
sitätsverlauf des reflektierten Strahls der von Ewald!) be- 
rechneten Kurve (vgl. Kurve 4). 

Die hier aufgestellten Intensitätsformeln dürfen natürlich 
in keiner Weise genau genommen werden. Einmal sind die 


2 -2 -7 0 7 2 3 
io Intensität in Abhängigkeit vom Selektionsfehler W 
Fig. 5 


Größen V,,, Vy2, Veg durchaus nicht, wie hier angenommen, 
von der Wellenzahl x unabhängig. Daneben geht aber sicher 
ein großer Teil der Intensität durch die hier vernachlässigten 
„schwachen Strahlen‘ des dynamischen Wellensystems ver- 
loren, ein noch erheblicherer scheidet durch unelastische Stöße 
aus der Zahl der überhaupt beobachteten Elektronen aus. 
Dazu kommt, daß der einfallende Elektronenstrahl durchaus 
nicht exakt aus Elektronen einer bestimmten Richtung besteht. 
Dieser Umstand verbreitert natürlich das Wellenlängengebiet, 
auf das der Kristall mit einer bestimmten Netzebene anspricht, 
erheblich, und vermindert gleichzeitig die Intensität des reflek- 
tierten Strahls im Verhältnis zum einfallenden. Außerdem ist 
noch der Einfluß der Temperatur (Debyefaktor) unberück- 
sichtigt geblieben, der gleichfalls den reflektierten Strahl 
schwächt. 


1) Ewald III, a. a. O., S. 593, Fig. 19 (Braggfall). 
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$7. Andeutung einer dritten Näherung 
Wir haben in $5 die Dispersionsgleichung 


gelöst und in § 6 uns ein Bild von dem Intensitätsverlauf ver- 
schafft, indem wir die „dynamischen Potentialgrößen‘“ konstant 
gesetzt haben. Nun ist aber z. B. 


PR... 

wegen der in jedem Glied auftretenden Resonanznenner 

(65) | Qn |? | 

sehr stark abhängig von der Wellenzahl x, welche bekanntlich — 


aus der (gegebenen) Wellenzahl K des einfallenden Strahls im 
Vakuum vermittelsdes einfachen Brechungsgesetzes berechnet ist: 

Es läßt sich unschwer eine weitere Näherung durchführen, 
welche wenigstens das lineare Glied der Abhängigkeit der 
dynamischen Potentialgrößen von der Wellenzahl berück- 

sichtigt. 

Wir nehmen wieder — entsprechend den Versuchen von 
Davisson und Germer — an, daß die Richtung des Primär- 
strahls im Kristall unveränderlich gegeben ist, und daß ©, der 
Ausbreitungsvektor desjenigen in dieser vorgegebenen Richtung 
verlaufenden Primärstrahls ist, welcher die Laueschen Glei- 
chungen exakt befriedigen würde [vgl. Ableitung der Gl. (33) ]. 


Ist | ©) | = %,, so wird demnach der zur Wellenzahl x gehörige 
Ausbreitungsvektor des Primiirstrahls 
(66) tf, = €—dn=—G, —dn, 


wo n ein Einheitsvektor in der Normalrichtung und d gerade 
die Größe ist, die durch die ,,Dispersionstheorie bestimmt 
werden soll. Mit Rücksicht auf (30), (33), en und (34a) 
schreibt sich dann der Resonanznenner (65) = = © 


4? — kh,? = — 4a (g, © + ng) 
— 4x (g, © — &) + 4x (g, € 


+ 2x 


4 


4 
oder auch =: 
(67) 4n 
— + 4ndg,+2xd cos 


Hier sind g,,g, die Komponenten des Vektors g in der Richtung 
des Primärstrahls © bzw. der Kristallnormale n. Nunmehr ent- 
wickeln wir die dynamischen Potentialgrößen nach den kleinen 
Größen fund d und brechen nach dem ersten Glied der Ent- 
wicklung ab. Wegen 

x cos 4, + = (C+ 22g,n) = (Cn) = ©", 


wo ©, den Ausbreitungsvektor des „schwachen“ Strahls g be- 
deutet, gibt das 


6," 


| 


und die Dispersionsgleichung (38b) geht über in 


(68) 


(69) (0,4 — d — = (642 d — 79)? a 


2 [- 42(g, & + = ve 
4 


2 6 Fang? + x COS a; 
Ix 
+ Ix 4 
[— 42(g, © 
= 1 
2 | — 4n(g, ©, — ag) 
g a * 
[- +79) —*): 


| 
| 
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In der „zweiten Näherung‘ waren die Werte dieser Größen 


01 = # COS 012 = 0 O22 = # COS d, 
— r 7 bad 
Tm Ti2= $V 
Bezeichnen wir noch in Analogie zur zweiten Näherung 
(71) w® = — (041 Tg — 542711) (G92 — 042 To) 
und 


(72) Wo — In 


o 


=-7 W=+7 


Das Gebiet der Selektivreflexion in der dritten Näherung: 
(O43 — Fo als Funktion der 
w* = — (64; Tig — (Ogg Tig — Te) Wellenzahl x. 
Zwischen den beiden Schnittpunkten der Kurven (W®? = 1) liegt (asym- Da 
metrisch zu W = 0) das Gebiet der Selektivreflexion (stark ausgezogene 


x-Achse) 
Fig. 6 
so erhalten wir die Lösung der Dispersionsgleichung in der zu | 
(46) analogen Form 
73 ia w W VF? 
(78) — + — ( + ) 


Es läßt sich zeigen, daß w im allgemeinen für den Braggfall 
reell ist, und etwa einen Verlauf hat, wie ihn Fig. 6 zeigt. Dann 
gibt es auch in der dritten Näherung ein Gebiet der ,,Selektiv- 
reflexion“ (W <1). Begrenzt wird es von zwei Wellenzahlen 
x, und %,, die sich als Wurzeln der in x quadratischen Gleichung 
W® 1 ergeben. Die Intensitätsformeln des vorigen Para- 


- a 
an 
2 
- 
| 


ii 


graphen behalten ihre Gültigkeit, nur ändern w und W ihre 
Bedeutung. 

Bisweilen ist aber auch w imaginär. Dann könnte es unter 
Umständen vorkommen, daß w? und (0,173 — 64279)” den in 
Fig. 7 dargestellten Verlauf haben. Dann ist das Gebiet der 
Selektivreflexion (W < 1) in zwei voneinander getrennte Ge- 


6 


Anomaler Verlauf der in Fig. 6 dargestellten Kurven (Bezeichnungen 
siehe dort). Aufspaltung des Gebiets der Selektivreflexion (stark aus- 
gezogene x-Achse) 

Fig. 7 


biete geteilt. Es wäre denkbar, daß die doppelt beobachtete 
Reflexion (642) im {110}-Azimut bei 170 und 188 Volt auf eine 
derartige Aufspaltung zurückzuführen wäre. 


$8. Beziehung zu den Kontinuumstheorien der Röntgenreflexion. 
Auslöschungsgesetze 

Unsere hier entwickelte Theorie der Elektronenbeugung 
an Kristallen steht in Beziehung zu den sogenannten ,,Kon- 
tinuumstheorien‘‘ der Röntgenreflexionen, welche die Fourier- 
darstellung der Elektronendichte (Zahl der Elektronen pro 
Volumeinheit) im Kristall: 
zur Berechnung der fiir die Intensität der gebeugten Röntgen- 
strahlen wichtigen Atomformfaktoren benutzen. W. H. Bragg?) 


1) W. H. Bragg, Phil. Trans. Roy. Soc. A. 215. S. 253. 1925. 
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hat zuerst gezeigt, daß der Koeffizient @, der Fourierdarstellung 
der Elektronendichte direkt den Atomformfaktor für die 
Röntgenreflexion (h, h,h,) angibt. Zum gleichen Ergebnis ge- 
langte Wentzel!) durch wellenmechanische Methoden. Auf 
Grund dieser Taisache ist von verschiedenen Autoren?) aus den 
gemessenen Intensitäten des Röntgenbildes die Verteilung der 
Elektronen in Kristallen, besonders in Alkalihalogeniden, 
empirisch bestimmt worden. Neuerdings haben James, 
Waller und Hartree?) festgestellt, daß die auf diese Weise 
empirisch bestimmte Elektronenverteilung in NaCl-Kristallen 
in guter Übereinstimmung ist mit der Verteilung, die Hartree’) 
nach einer von ihm entwickelten wellenmechanischen Methode 
theoretisch berechnet hat. Weiterhin ist eine dynamische 
Kontinuumstheorie der Röntgenreflexionen von Lohr?) und 
Schlapp®) ausgearbeitet worden. 
Aus den Fourierkoeffizienten der Elektronendichte, die den 
Atomformfaktor bestimmen, kann nun direkt auf die für die 
Elektronenbeugung maßgebenden Fourierkoeffizienten des Po- 
tentials geschlossen werden. Wir haben gesetzt 


(7) U(t) = V(t) = v, 7i(gt) 
oder auch . 
2ri(gr h? 


Nun sind aber elektrostatisches Potential und. Ladungsdichte 
verknüpft durch die bekannte Beziehung 


(76) AV = Ane (o® — of), 


wo o® und o* die räumliche Ladungsdichte der Elektronen und 
der Atomkerne bedeuten. Die Ladung ist dabei in Vielfachen 
des Elementarquantums auszudrücken. In einem Kristall 


1) G. Wentzel, Zeitschr. f. Phys. 43. S. 1. 1927. 
2) U.a.: Duane, Proc. Nat. Acad. Sci. 11. S. 489. 1925; Havig- 
hurst, ebenda S. 502, 507 und Phys. Rev. 29. S. 1. 1927; James und 
Miss Firth, Proc. Roy. Soc. A. 117. S. 62. 1927. 
3) James, Waller und Hartree, Proc. Roy. Soc. A. 118, S. 334. 
1928. 
4) Hartree, Cambridge Phil. Soc. Proc. 24. S. 89, 111. 1928. 
5) E. Lohr, Wiener Ber. 133. S. 517. 1924; 135. S. 655. 1926. 


6) L. Schlapp, Phil. Mag. 1, S. 1009. 1926. 


ty. 
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lassen sich V, o® und o* in Fourierreihen entwickeln; der 
Fourierkoeffizient der Kernladung o,# berechnet sich dabei 
aus den Kernladungszahlen Z, und den Koordinaten ®; der 


Basisatome nach der Gleichung 
. 


Der Fourierkoeffizient o, soll, etwa durch Intensitätsmessung 
der Röntgenreflexion (g, 9595), bekannt sein. Dann folgt für 
den entsprechenden Fourierkoeffizienten des Potentials einfach 


(77) 


g ist der Absolutbetrag des Vektors g im reziproken Gitter. 

Trotz der weitgehenden Analogie zwischen den Resultaten 
der dynamischen Theorie der Röntgenreflexionen und unserer 
Theorie der Elektronenbeugung und trotz der eben besprochenen 
Beziehung zwischen den fundamentalen Größen beider Vor- 
gänge bestehen aber doch weitgehende Differenzen. Der Grund 
hierfür ist eigentlich nur ein quantitativer: Die Beeinflussung 
der Elektronenwellen durch die Kristallfelder ist bei gleicher 
Wellenlänge viel größer als diejenige der Röntgenstrahlen durch 
die „schwingenden Dipole“ des Kristalls. Das zeigt sich schon 
im Brechungsindex, der bei Elektronen um einige Hundertstel, 
bei Röntgenstrahlen nur um Millionstel von der Einheit ab- 
weicht. Ebenso wie v, gegen K? in dem Ausdruck für den 
Brechungsindex 


nicht zu vernachlässigen ist, spielen aber auch die übrigen 
Fourierkoeffizienten v, eine Rolle gegenüber den Resonanz- 
nennern x* —k,? der „schwachen“ Strahlen. Das hat zur 
Folge, daß die de Brogliewellen des Feldes im Kristall, für 
welche die Resonanznenner nicht klein sind, trotzdem noch 
eine nicht zu vernachlässigende Intensität besitzen und auf die 
starken Strahlen zurückwirken können. Diese Rückwirkung 
drückt sich in den „dynamischen Potentialgrößen“ V,,, V4», 
Vo. aus. Bei der Röntgeninterferenztheorie dagegen nimmt die 
Intensität der Wellen £, so rasch mit der Entfernung des ent- 
sprechenden reziproken Gitterpunktes von der Ausbreitungs- 
kugel ab, daß die Intensität der „schwachen Strahlen‘ ver- 


| | 
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schwindend klein wird, man braucht keine ,,Riickwirkung‘ zu 
berücksichtigen. Dasselbe tritt bei Elektronen sehr viel kleinerer 
Wellenlängen ein, also etwa in dem von G. P. Thomson unter- 
suchten Bereich von E = 15 bis 60 kV entsprechend 4 = 0,1 
bis 0,05 AE. Die Summen in den PotentialgréBen ver- 
schwinden, und im Fall eines reflektierten Strahles wird 
Vi, = Vog = 0 und =— 

Die „Rückwirkung‘“ der schwachen Strahlen auf Primär- 
und Sekundärstrahl hat zunächst zur Folge, daß die Größe der 
selektiv reflektierbaren Wellenlänge nicht allein durch den 
Brechungsindex, sondern daneben noch durch sämtliche Fourier- 
koeffizienten des Potentials v, bestimmt wird, d.h. durch den 
ganzen Potentialverlauf. Bei Röntgenstrahlen und bei Elek- 
tronen sehr großer Geschwindigkeit sind diese Größen bereits 
durch den Brechungsindex bestimmt. 


Mit der Rückwirkung in loserem Zusammenhang steht das 
geringe Auflösungsvermögen und große Reflexionsvermögen des 
Kristalls für de Brogliewellen. 

Ferner werden für Elektronen die Ausdrücke für das inte- 
grale Reflexionsvermögen einer Netzebene (h, h,h,), d.h. für 
die reflektierte Intensität bei Bombardierung mit Elektronen 
eines größeren Geschwindigkeitsbereichs, erheblich kompli- 
zierter. Wir fanden für diese Intensität in $ 6 


(62) n8,V cos (> % —»). 
g 


x(1 + cos #) *(1 + cos 


Hier geht also wieder die ,,Riickwirkung der schwachen 
Strahlen ein. Bei Röntgenstrahlen ist, wie oben erwähnt, das 
„integrale Reflexionsvermégen“ einfach proportional o,€. Das- 
selbe gilt wieder für sehr schnelle Elektronen: V,, wird dort 
gleich — v,. 

Auch die Auslöschungsgesetze stimmen unter Umständen 
für Elektronen- und Röntgenstrahlbeugung nicht mehr überein. 
Die Röntgenreflexion (k,h,h,) ist bekanntlich ausgelöscht, 
wenn der entsprechende Punkt des reziproken Gitters das 
Gewicht Null hat (Ewald IV), d.h. wenn 


0,” = =v, = 0 


ist. Dann kann natürlich auch die Elektronenwelle y, direkt 


Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 
we 


+ 
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nicht mehr mit der Primärwelle in nn tzeten. nn 
der dynamischen Gleichung 


Pn (x? 


ist die Amplitude y, der Primärwelle mit dem Faktor v, be- 
haftet. Doch kann es unter bestimmten Umständen vorkommen, 
daß in der Summe auf der rechten Seite eine nichtverschwindende 
Amplitude y, mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten 
V,_, auftritt, und daß dadurch y, mittelbar von endlicher Größe 
wird. Der Elektronenreflex (h, h, hs) wird auch bei verschwinden- 
dem Fourierkoeffizient v, dann nicht ausgelöscht sein, wenn zwei 
Koeffizienten v, und v,_, gleichzeitig von Null verschieden sind. 


Für die allereinfachsten Strukturen kann eine solche Durch- 
brechung der Auslöschungsgesetze allerdings nicht in Frage 
kommen. Beim einseitig flächenzentrierten Gitter z. B. sind 
Röntgenreflexionen ausgelöscht, wenn h, + h, ungerade ist. 
Also muß, damit v, + 0 ist, g, + gg =0 (mod 2), und damit 
+ O ist, h—gı+(h—g,.=0 (mod 2) sein. Daraus 
folgt aber h, + h, = 0 (mod 2), mithin v, + 0. Hier kann also 
durch die "hectare schwacher Strahlen keine Elektronen- 
reflexion auftreten, wenn die entsprechende Réntgenreflexion 
ausgelöscht ist. Dasselbe gilt z. B. für das allseitig flächen- 
zentrierte und für das raumzentrierte Gitter. 

Ist dagegen für Röntgenstrahlen dann Auslöschung beob- 
achtet, wenn ein bestimmter Index oder eine Indexsumme (oder 
Differenz) durch eine gewisse Zahl p teilbar ist, so wird dies 
Auslöschungsgesetz für Elektronenbeugung im allgemeinen 
durchbrochen. Es sei z. B. (hy h, h,) ausgelöscht, wenn 


h, =rp(modn p), 
wo p eine ganze Zahl >1 bedeutet, und r eine oder mehrere 


Zahlen in der Reihe 0,1...n-1 durchlaufen kann.!) Da- 


gegen sei 
h, 0 (mod. p) 


1) Die beiden anderen Indizes h, und h, können dabei noch ziemlich 
beliebigen Bedingungen unterworfen sein, die hier nicht interessieren. 
Genau dasselbe gilt natürlich, wenn z. B. das Auslöschungsgesetz 


hh+h,=rp(modnp) 


lautet usw. 


hi: 
= 
— 
= 
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— unter denselben Bedingungen für h,, h; — nicht aus- 
gelöscht. Dann ist stets u 


Vr #0, wenn (h — g), = 0 (mod p), 
also etwa 
(h — 9g); =r p — g,; (mod n p). 


Die Elektronenreflexion h tritt demnach auf, obwohl h, =r p 
(mod n p) , also v, = 0 ist. 

Ein Beispiel hierfür ist z. B. Diamant. Dort sind aus- 
gelöscht 

1. alle Reflexe mit „gemischten‘ (geraden und ungeraden) 
Indizes, 

2. alle Reflexe, für die h, + h, + hz =2 (mod 4). 

Das zweite Gesetz ist fiir Elektronen durchbrochen, denn 


es ist z. B. res 
+0, wenn g, + g.+ 93 =1 (mod 4) 


und 
th #0, wenn (mod 4). 


y, tritt demnach auf, auch wenn h, + h, + hs = 2 (mod 4).!) 
Auch SiC (Karborund II) verhält sich ähnlich. Hier ist 

die Röntgenbeugung h, —h,=0 (mod 3) ausgelöscht [falls 

nicht ha=0 (mod 6), was aber belanglos ist]. Auch diese 

Auslöschung findet bei der Elektronenbeugung nicht mehr statt. 
Dagegen bleiben alle Auslöschungsgesetze 


h, =|= 0 (mod p) 


und ähnliche bestehen. Denn hier sind v, und v,_, nur endlich, 
wenn g,, (hk — g), und folglich auch h, durch p teilbar sind. Es 
kénnen in diesem Fall nur Elektroneninterferenzstrahlen ent- 
stehen, wenn v, + 0 ist, d. h. wenn sie auch schon direkt aus 
dem Primärstrahl entstehen. 

Für große Elektronengeschwindigkeiten kommt die ,,mittel- 
bare Reflexion‘ infolge der Rückwirkung der schwachen 


1) Es ist nicht undenkbar, daß genau die entsprechende Erscheinung 
für die nicht vollkommene Auslöschung des Röntgenreflexes (222) beim 
Diamant mit verantwortlich ist. Da Diamant ein Idealkristall ist, mag der 
kleine Einfluß der „schwachen“ Strahlen z. B. (111) (111) usw. genügen, 
um die Reflexion (222) ‚‚mittelbar‘‘ hervorzurufen. 
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Strahlen natürlich nicht mehr in Frage. Für kleine Geschwindig- 
keiten kann sie wohl beobachtet werden, falls sich ein leitender 
Kristall mit passender Struktur findet. Allerdings werden durch 
die unelastischen Stöße alle Sekundärstrahlen y, stark ge- 
schwächt und diese Schwächung tritt bei den „mittelbar reflek- 
tierten‘“ Strahlen zweimal ein, da sie (nach der Braggschen 
Auffassung) als durch zweimalige Netzebenenreflexion des 
Primärstrahles entstanden gedacht werden müssen. Ihre Inten- 
sität wird deshalb in praxi erheblich geringer sein, als die der 
direkt reflektierten Strahlen, obwohl sie nach der hier ent- 
wickelten Theorie von etwa der gleichen Intensität sein müßten 
wie diese. 


§ 9. Symmetrische Reflexion. Koordinatentransformation 


In den Versuchen von Davisson und Germer trifft der 
Primärstrahl senkrecht auf eine Oktaederfläche des kubisch- 
flächenzentrierten Nickelkristalls auf, d.h. in Richtung einer 
dreizähligen Achse. Außerdem sind durch dieselbe Kristall- 
normale sowie durch die Höhen der gleichseitigen Dreiecke, 
welche durch die in der Oktaederfläche liegenden Atome ge- 
bildet werden, drei um 60° gegeneinander gedrehte Spiegel- 
ebenen bestimmt. Infolge dieser Symmetrieeigenschaften des 
Kristalls bezüglich des Primärstrahls treten in den Versuchen 
reflektierte Strahlen jeweils nicht in einer, sondern in drei oder 
sechs zueinander symmetrischen Richtungen auf. 

Drei symmetrische Reflexionsrichtungen kommen bei den 
Reflexionen im (111)- und (100)-Azimut in Frage. Sie gehen 
durch Drehung um 120° um den Primärstrahl als Achse aus- 
einander hervor. Die Strahlen verlaufen in diesem Fall in den 
genannten Spiegelebenen. In allen übrigen Azimuten treten stets 
sechs Strahlen gleichzeitig auf, von denen je drei durch Drehung 
um Vielfache von 120° auseinander hervorgehen, während man 
das eine Tripel aus dem anderen durch Spiegelung an einer der 
Spiegelebenen erhält. Die von Davisson und Germer außer 
im (111)- und (100)-Azimut allein beobachtete Reflexion im 
(110)-Azimut ist dadurch ausgezeichnet, daß alle Strahlen senk- 
recht zu je einer Spiegelebene verlaufen, infolgedessen gehen 
alle sechs symmetrischen Strahlen durch Drehungen um Viel- 
fache von 60° um den Primärstrahl ineinander über. 

Die anschaulich klare Tatsache der Reflexion in mehreren 
symmetrischen Richtungen für den Fall, daß der Primärstrahl 


= 


a 
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längs einer Symmetrieachse einfällt, läßt sich auch rechnerisch 
nach der hier entwickelten Theorie verstehen. Man benutzt 
dazu die Tatsache, daß 


(7) U(r) = V(t) = PAR 
in sich selbst übergeht, wenn der Ortsvektor r um eine n-zählige 
Drehachse um den Winkel 2x/n gedreht wird. Dann müssen 
nämlich die beiden Koeffizienten v, und v, gleich sein, falls g 
aus h durch eine Drehung um die entsprechende Symmetrie- 
achse des reziproken Gitters, gleichfalls um 2r/n oder ein Viel- 
faches davon, hervorgeht. Ebenso involviert eine Symmetrie- 
ebene die Gleichheit je zweier Koeffizienten v, und v,, wenn 
der Vektor g in h durch Spiegelung an der Symmetrieebene 
(im reziproken Gitter) übergeführt wird. 

Auf Grund dieser Symmetrieeigenschaften der Fourier- 
koeffizienten läßt sich leicht zeigen, daß die dynamischen 
Potentialgrößen für alle symmetrisch reflektierten Strahlen 
gleich sind. In der Ableitung der Gleichungen (36) des $4 


müssen wir, statt wie dort nur zwei, nunmehr die n + 1-Ampli- 
tuden 


9 


des Primär- und der n-Sekundärstrahlen als groß annehmen. 
Dann erhalten wir für die Amplitude eines schwachen Strahls 
aus den dynamischen Gleichungen (13) statt des Ausdrucks (35) 
jetzt: 

C, % + 


(35 a) — 


und wenn wir das in die dynamischen Gleichungen fiir Primär- 
strahl und Sekundärstrahlen 


. Cy (u — V_g 
(x? — ki’) — Dv 
einsetzen, so kommt 


n 


| — — 0 
(36 b) = 
|- c, Vi, + 2xe,' ~ Pije;=0 fir alle ¢(1,2,...n), 
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Hier bedeutet — unter der Voraussetzung eines Symmetrie- 
zentrums — 


‘8 
(37 b) « > 
Viz Vin ri+j 


Es folgt dann aus der Symmetrie des Problems und läßt 
sich auch rechnerisch nachweisen, daß V,,' wie auch I; V,,'/ 


für alle i gleich sind. Die Sekundärwellen haben alle die gleiche 
Amplitude. Setzen wir noch 


Vig = V0 = 
12 12 V 23 > 22 
so gehen die Gleichungen (36b) genau in die Gleichungen 


(36) (2% — Vy) — Vip = 0 

— ¢ Viz + (2% & — V.)=0 
über, wie wir sie früher für einen reflektierten Strahl abgeleitet 
haben.!) Alle dort über die Dispersionsgleichung usw. an- 


1) Die entsprechenden Überlegungen gelten nicht mehr, wenn zu- 
fällig für zwei reflektierte Strahlen gleichzeitig die Laueschen Gleichungen 
erfüllt sind. Hierher gehören z. B. die Reflexionen dritter Ordnung in den 
Azimuten {lll} und {100}, die nach der elementaren Beugungstheorie 
immer paarweise bei der gleichen Wellenlänge auftreten sollten, jedoch 
bei Elektronen bei verschiedenen Wellenlängen beobachtet sind (Davisson 
und Germer II, S. 733). Dort sind die Potentialgrößen V,, und Vo. ver- 
schieden. Das zeigt folgendes Beispiel: Die Reflexionen h’ = (660) und 
h’’ = (822) sollen gleichzeitig auftreten. Es ist auch v»,’=v,”, da die 
Absolutwerte von Ah, welche bei kugelsymmetrischen Atomen allein die 
Koeffizienten v, bestimmen ($ 11), beidemal gleich 


36 36 64 4 4 1, 
sind. Doch ist z. B. für g = (911) 


hy’ — 9 = (6-9, 6—1,0—1)=(851) (531) hy’ — g = (559) 
hi” — g = (111) g=(M) g = (117) 


4 
: 
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Potentialgrößen, die wir symmetrisch schreiben: 


gestellten Betrachtungen bleiben also dieselben, auch die Inten- 
sität aller reflektierten Strahlen zusammen bleibt dieselbe wie 
früher, während auf jeden einzelnen nach (78) natürlich nur 
mehr 1/n der gesamten reflektierten Intensität kommt. Wesent- 
lich verändert werden nur die Ausdrücke für die dynamischen 


v 
9g 
% i n 
1 i= h g 1 | 
(79) Pa Yn Vn = 
A So, n 
1 (2 h'—g 1 v 
D> x? — k,? 


Der Strich bedeutet, daß i = j (v,) anzunehmen ist. 
Wir können jetzt die dynamischen Potentialgrößen im 
Spezialfall der Versuche von Davisson und Germer be- 
rechnen, müssen aber dazu beachten, daß die kubischen Achsen 
des Nickelkristalls!) unter gleichen Winkeln gegen die (111)- 
Oberfläche des Kristalls aus diesem heraus gerichtet sind. Die 
symmetrisch reflektierten Strahlen gehen dann jeweils durch 
Permutation der drei Reflexionsindizes auseinander hervor. 
Dabei ergeben sich im allgemeinen 6 symmetrisch reflektierte 
Strahlen; nur wenn die Reflexion im (100)- oder (111)-Azimut 
erfolgt, werden 2 Reflexionsindizes gleich und man erhält durch 
Permutation nur 3 reflektierte Strahlen (vgl. Anfang dieses 
Paragraphen). Die Primärwelle ist in den Kristall senkrecht 
hineingerichtet, ihr Ausbreitungsvektor f, hat deshalb nach 


jeder Achse die Komponente — 7 . Für den Fall exakter Er- 


füllung der Laueschen Gleichungen bekommt man daher für 
die Resonanznenner (vgl. § 7, Gl. 70) eh 
Man entnimmt aus Tabelle 3 (§ 10, S. 123) r 2 
_,=2:080 + 0,24 =18, 
_, = 3,57 +2 - 0,30 = 4,17. 

Die Potentialgrößen V,, und V,, sind für die beiden reflektierten Strahlen 
verschieden. Es ist daher verständlich, daß die beiden Beugungsstrahlen 
für Elektronen nicht mehr zusammenfallen. 

1) In der ersten vorläufigen Mitteilung (Naturwissenschaften 15, 
S. 787. 1927) benutzte ich andere Koordinaten, 
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H. Bethe 


— + 19) = 


Ve 
| - + 92” + 95°) 


Hier ist a die Seite des Elementarkubus, und x, wird dadurch 
bestimm?, daß für den Sekundärstrahl der Resonanzfehler ver- 
schwindet 


4a 


4 
(hy thy = = (hy? +h”) - 


Also gilt: 


in Übereinstimmung mit Gl. (6) des ersten Paragraphen. Wir 


führen noch die Abkürzungen ein: = 
G? = + go? + 92? 
I =9% +92 +9 
(81) hy? + ht + hy? 


0,_, = Summe aller v,_,, die durch Permutation 
der drei Komponenten von g untereinander entstehen. 


a’ v, (3% — 29) 
162° V3 (#9 fe * avs 


a’ ye > BR—- a! 
162° V8 


a 
aan > (8% — 29) 
22° 162° V3 — 
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+ ) = Vn a? Vn 


‘1 + cos 973 V3 (#9 — 
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§10. Berechnung und Diskussion der Austrittsarbeit 


Wir haben die Theorie der Kristallbeugung von Elektronen 
bis hierher entwickelt, ohne die numerische Größe der zu er- 
wartenden Effekte angeben zu können. Wir sind dabei von 
der rein wellenkinematischen Theorie des $ 1 zu einer dynami- 
schen Theorie vorgeschritten und haben gesehen, daß das 
mittlere Potential V, im Kristall verantwortlich ist dafür, daß 
der Kristall einen Brechungsindex für de Brogliewelen 


besitzt, der Potentialverlauf dagegen alle feineren Erscheinungen 
verursacht. Wir wollen nunmehr das Versäumte nachholen, 
und auf Grund einer wellenmechanischen Vorstellung von den 
Feldern der Kristallatome zunächst zu einer Abschätzung des 
mittleren Potentials V,, späterhin auch zu einer Bestimmung 
der höheren Fourierkoeffizienten V, des Potentials gelangen. 

Das mittlere Potential V , ist das absolute Glied der Fourier- 
entwicklung des elektrostatischen Potentials V im Kristall!) 
und berechnet sich als Raumintegral über das an jedem Punkt 
der Elementarzelle des Kristalls herrschende Potential =o 
dividiert durch das Volumen der Elementarzelle: 


(83) = lead, J 


Zu dem Potential im Aufpunkt r trägt — zum mindesten bei 
neutralen Atomen, mit denen wir es zu tun haben — den aller- 
größten Teil diejenige Elementarzelle bei, in welcher der Auf- 
punkt r liegt. Trotzdem wollen wir der Allgemeinheit wegen 
auch die Beiträge der übrigen Elementarzellen auf das Potential 
der von uns betrachteten mit berücksichtigen. Nun sind alle 
Elementarzellen gleich gebaut. Bezeichnen wir also die von | 
uns betrachtete Elementarzelle mit 0, und alle anderen Zellen 
durch die Verschiebung ®, durch welche sie aus der Zelle 0 
hervorgehen, so ist klar, daß die Ladungsverteilung der Zelle 0 
in der Zelle ® genau das gleiche Potential erzeugt wie die 
Zelle — $8 in der Zelle 0. Wir können also die Integration 


1) Die Fourierentwicklung von V unterscheidet sich von unserer 


2 
Entwicklung (7) durch den Faktor e 


| 
if 


H. Bethe 


über das von sämtlichen Atomen des Kristalls auf eine Elementar- 
zelle ausgeübte Potential ersetzen durch eine Integration über 
das von den Atomen einer Elementarzelle im ganzen Kristall 
erzeugte Potential. D. h. wir berücksichtigen den Einfluß aller 
Kristallatome, indem wir zur Berechnung des Potentials V (tr) 
nur die Atome einer Elementarzelle heranziehen, und dafür V (r) 
über den unendlichen Raum integrieren. Besteht der Kristall 
aus neutralen Atomen, so kann man dieses Integral wieder als 
Summe der Integrale über die von den Einzelatomen her- 
rührenden Potentiale auffassen*): 


men 


Darin bedeutet V,(r) das Potential, das vom iten Atom 
der Basis auf einen Aufpunkt ausgeübt wird, dessen Orts- 
vektor, bezogen auf den Kern ebendieses Atoms, r ist. 

Wir haben bereits in $1 aus der Überlegung heraus, daß 
der Metallkristall nicht an Elektronen verarmen darf, V, > 0 
gefordert. Nun sehen wir den theoretischen Grund hierfür ein: 
Für das Feld an einem Punkt r, der im Innern der Ladungs- 
wolke eines neutralen Atoms?)liegt, scheiden alle die Elektronen 
aus, die sich außerhalb einer Kugel um den Kern mit dem 
Radius r=|r| befinden. Der für das Feld bestimmende 
Atomrest ist dann stets positiv geladen, weil der Atomkern 
durch den innerhalb der Kugel r befindlichen Teil der Elek- 
tronenwolke nicht vollständig neutralisiert wird. Ein nach 
außen hin elektrisch neutrales Atom verhält sich bezüglich des 
elektrischen Feldes in einem Aufpunkt in seinem Innern wie 
eine im Kern konzentrierte Punktladung, deren Betrag mit zu- 
nehmender Entfernung des Aufpunktes vom Kern abnimmt, 
jedoch stets positiv bleibt. Das elektrostatische Potential im 
Innern eines neutralen Atoms, und ebenso das mittlere Poten- 
tial V, in einem aus neutralen Atomen zusammengesetzten 
Kristall ist demnach stets positiv, in Übereinstimmung mit 
unserer früheren Überlegung. 


1) Für Ionen konvergieren die Raumintegrale über die Potentiale der 
einzelnen Ionen nicht mehr, sondern nur noch das Integral über das von 
der ganzen — neutralen — Elementarzelle herrührende Potential. 

2) Die folgenden Überlegungen beziehen sich streng genommen nur auf 
kugelsymmetrische Atome (vgl. die vereinfachenden Annahmen weiter unten), 
wenn man weit genug ins Innere geht, gelten sie natürlich allgemein, so daß 
die Folgerung für V, wohl für jeden Kristall aus neutralen Atomen besteht. 
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Um das mittlere Potential V, in einem Kristall wirklich 
zu berechnen, müssen wir nun ziemlich weitgehende Ideali- 
sierungen vornehmen: 


1. Wir nehmen die einzelnen Atome des Kristalls als kugel- 
symmetrisch an, wie wir dies bereits eben in unseren qualitativen 
Betrachtungen getan haben. Fiir die abgeschlossenen Schalen 
freier!) Atome gilt diese Annahme nach Unsöld?) exakt, und 
sie wird für die inneren, fest gebundenen Elektronen auch noch 
unter der Einwirkung der (nicht kugelsymmetrischen) Felder 
der übrigen Kristallatome sehr weitgehend sich an die wirk- 
lichen Verhältnisse anschließen. Die äußeren Elektronen werden 
durch diese Felder sicher stärker deformiert, doch wird man 
wegen des raschen Abfalls der Felder neutraler Atome besonders 
bei sehr symmetrischen Kristallen auch hier noch die Annahme 
kugelsymmetrischer Verteilung rechtfertigen können. 


= 


2. Wir setzen für die Elektronen Wasserstoffeigenfunktionen 
voraus. Den innerhalb einer bestimmten abgeschlossenen Elek- 
tronenschale befindlichen Rumpfelektronen tragen wir dabei 
durch Abschirmungszahlen Rechnung, die wir aus der Arbeit = 
von L. Pauling’) ,,Electron distribution in many electron . 
atoms entnehmen. Die Benutzung einer kontinuierlichen Ver- u 
teilung der Elektronen über das Atom hat nicht die Mängel, 7 
die der Methode der Vereinigung der Ladung jeder abgeschlos- — 
senen Schale auf einer Kugelschale von passend gewähltem Br 
Radius anhaften (ganz unübersichtliche Werte der Fourier- 
koeffizienten, die außerordentlich empfindlich sind gegen die 
Wahl der Radien der Kugelschalen). Doch entspricht die Ver- 
teilung der Elektronen gerade nach Wasserstoffeigenfunktionen 
sicher nicht den wahren Verhältnissen in komplizierteren 
Atomen, weil sie voraussetzt, daß das Elektron sich im Potential- 
feld einer Punktladung bewegt, d. h. daß die „effektive Kern- 
ladung“ durch das ganze Gebiet hindurch, über das sich die 
Ladung des Elektrons verteilt, eine Konstante ist. In Wirklich- 
keit nimmt die „effektive Kernladung‘‘ aber vom Kern nach 
außen dauernd stark ab. Deshalb können wir hier auch nur 


2 


1) Es kommt darauf an, daB das Feld, dem die Elektronen unter- 
liegen, ein Zentralfeld ist. 

2) A. Unsöld, Ann. d. Phys. 82. S. 355. 1927. = 

3) L. Pauling, Proc. Roy. Soc. 114, 8.181. 1927, | 
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eine ungefähre Abschätzung des mittleren Potentials V, er- 
warten.!) 

3. Mangels einer genaueren Kenntnis der Verteilung der 
nicht an die einzelnen Atome gebundenen Leitungselektronen 
nehmen wir diese als gleichmäßig über den ganzen Kristall ver- 
teilt an. Jedem Atom rechnen wir so viele Leitungselektronen 
zu, daß sie mit den gebundenen Elektronen zusammen die 
Kernladung neutralisieren. Dabei setzen wir noch statt des 
Parallelepipeds, das wir als „Gebiet eines einzelnen Atoms“ 
abgrenzen können, die volumgleiche Kugel, und behandeln die 
zu dem Atom zu zählenden Leitungselektronen als gleichmäßig 
über diese Kugel verteilt. 

Wir benutzen zunächst die Annahme 1 (kugelsymmetri- 
sche Verteilung der Elektronen um den Kern) ohne vorerst 
auf die näheren Einzelheiten dieser Verteilung einzugehen. Ist 
o(r)r®dr die in einer Kugelschale vom Radius r enthaltene 
Elektronenzahl, und Z die Kernladung, so gilt nach bekannten 
Formeln der Elektrostatik für das Potential im Abstand R 
vom Kern: 


R @ 
(r) 
R 


0 


Nun soll das Atom als Ganzes neutral, d. h. die gesamte Elek- 
tronen- gleich der Kernladung sein: 


| 
Damit wird 
(84) V(R)=e - ~). | 
R 


Wenn nun der Kristall aus lauter gleichen Atomen besteht, von 
denen » in der Elementarzelle enthalten sind, so wird aus der 
Formel (83a) für das mittlere Potential mit Rücksicht auf die 
kugelsymmetrische Potentialverteilung: 


1) Ich hoffe, demnächst über genauere Berechnungen des mittleren 
Potentials nach einer von Hartree (Cambridge Phil. Soc. Proc. 24, S. 89) 
(111) entwickelten Methode berichten zu können, welche zur Berechnung 
der Elektronenverteilung das wirkliche, durch das Zusammenwirken von 
Kern- und Elektronenladung entstehende Feld berücksichtigt. 
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(83b) f 4a R°V(R)dR 

Dabei bedeutet ks die Anzahl N der Atome pro Volum- 

einheit. Wenn wir nun mit dem Ausdruck (84) fiir das Potential 

in (83b) eingehen: 

4nN| Radar o(r)r2dr — [ R2dR e() rar], : 


so kénnen wir die Integrationsvariablen vertauschen: 5 


und erhalten als Resultat: — iat 
(85) 
0 


Da eo (r)r?dr die Zahl der Elektronen im Abstand r vom Kern 
ist, so stellt das mittlere Potential V, etwas Ähnliches wie das 
Trägheitsmoment der Elektronen des Atoms dar. 

Nun setzen wir die tatsächliche Elektronendichte o (r)/4z 
im Atom ein. Sie ist gleich der Summe der Dichten, welche die 
einzelnen Elektronen im Abstand r vom Kern haben. Das 
Integral (85) läßt sich also als Summe gleichgebauter Integrale 
über die Dichten der einzelnen Elektronen berechnen. Für ein 
Elektron mit der Hauptquantenzahln und der Azimutalquanten- 
zahl 1 ist nun aber die 4r-fache Dichte einfach gegeben durch 
das Quadrat des von r abhängigen Teils der Schrödinger- 
schen Wasserstoffeigenfunktion: 


§ Na, fs 
a, = 


der Radius der ,,innersten Bahn‘‘ des Bohrschen Wasserstoff- 
modells. Um den Beitrag des n,l-Elektrons zum mittleren 
Potential Vo, 


| 
7 | 
| 
> 
i 
| ” > ro ZV OntT aT 
=) 


> 


Bethe 


zu berechnen, bedienen wir uns der von Waller?) fiir die Aus- 


wertung derartiger Integrale gegebenen nme? die auf der 
Darstellung der Laguerreschen Polynome L.: a) durch 


eine erzeugende Funktion beruht: 


Zwei derartige Darstellungen multipliziert und integriert er- 
geben mit r= 21+ 1 


0 
(86 a) tt = s+21+2 
~ e @-wd- de 
1— 2141 
Das Integral 


ist demnach gleich dem Faktor von (wt)"~'~1 in der Entwicklung 
des Ausdrucks 


(n + +27 + 2)! — ger! 


— 


Hieraus erhält Waller für s = 0 die Normierungsfaktoren für 
Schrödingerschen Eigenfunktionen 


Per na,) 
Für unseren Ausdruck (85a) bekommen wir mit s = 2: _ 

_ Na, 1 

- 1-1)! -é 
Sn \ 2x (n + 1)! nl? 


worin P,, der Koeffizient von (ut)*-'-1 in der Entwicklung 


1 
| 
| 
BY. | 
| 
_ 1) I. Waller, Ztschr. f. Phys. 88. S. 635 (besonders S. u 
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(a - - 2l+4+k 


ist. Da wir nur auf Glieder zu achten brauchen, die u und t 
in der gleichen Potenz enthalten, können wir ebensogut die 
Entwicklung 


= (1+ 9ue+ + ube) 

betrachten, und erhalten dann für den gesuchten Koeffizienten: 
n+1+3 n+1+2 n+1+1 n+l 

(tit 


Durch der wird schlieBlich 
der Beitrag eines n, l-Elektrons zum mittleren Potential: 


(87) Vs, P™** 


Die Leitungselektronen sollen nach unserer Annahme gleich- 
mäßig über eine Kugel verteilt sein, deren Volum gleich dem 
im Kristall auf jedes Atom entfallenden Volum ist: 
4n ’ 
=F 

Die Ladungsdichte des Leitungselektrons beträgt: 
5 


= 
4n An 


Demnach wird der Beitrag jedes Leitungselektrons : zum 


mittleren Potential 
RB, 
= —Ne 
(88) = ——- Ne Ri = 
Rb 


Zur Berechnung von v sind die Beiträge sämtlicher — ge- 
bundener und freier — Elektronen zu summieren. 

Im Beispiel des von Davisson und Germer benutzten 
Nickel wollen wir die Berechnung durchführen. Freie Ni- 
Atome enthalten nach Aussage der optischen und Röntgen- 
spektren außer den abgeschlossenen K-, L-, MI- und MII- 
Schalen noch 8 MIII-Elektronen und zwei N I-Elektronen. 
Die Bahn der letzten ist jedoch so groß, daß sie in das Gitter 


| | 
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nicht mehr hineinpassen würde. Wir nehmen deshalb an, daß 
diese beiden N-Elektronen aus dem Atomverband abgespalten | 
werden und als Leitungselektronen im Kristall frei beweglich 
sind. Die Anzahl N der Atome pro Kubikzentimeter beträgt 
für Ni 0,92-10%, also ist 


N ¢ ay? = 3,14-0,92-10?3- 4,77 10-10. (0,532)?-10-16 = 0,003% . 


Mit dieser Konstante würden wir V, in elektrostatischen Ein- 
heiten erhalten, durch Multiplikation mit 300 erhalten wir es 


in Volt: 
+1 + n)- 


Der für den Beitrag der Leitungselektronen maßgebende 


Radius R, bestimmt sich aus Po” 
Be 
= 109-1078 % 3 
zu Ry = 1,38-10-* em. 

Mit diesen Werten und den Abschirmungszahlen von 
L. Pauling") berechnet sich das mittlere Potential V, nach 
folgendem Schema: 


Ve, =1,17- 


Belteag zu V, 
- 
1 0 2 28 2-1,17 0,006 
2 0 2 23,5 2 LAT 7=012 
201 6 23,5 6-1,17 5 = 0,25 
3 0 2 17,1 2-1,17 151), = 1,10 
31 6 14,85 | = 3,83 
3 2 8 108  |8-117- 2-91), = 7,40 
Leitung 2 | 2-03: 
= 18,93 Volt 


Zu diesem Wert von V, ist zunächst zu bemerken, daß 
nach den Untersuchungen von Hartree?) die von L. Pauling 


1) L. Pauling, a. a. 0. 
2) Hartree, a. a. O. 


2 
| 
Br: 
— 


Theorie der Beugung von Elektronen an Kristallen 113 


gegebenen Abschirmungszahlen zu große Ausdehnungen der 
Elektronenschalen ergeben. Auch die Leitungselektronen werden 
vermutlich nicht, wie wir annahmen, gleichmäßig über den 
ganzen Kristall verteilt, sondern in der Umgebung der Kristall- 
atome stärker konzentriert sein. Da aber unser mittleres 
Potential Vy dem Mittelwert des Abstandsquadrats r?, gemittelt 
über die ganze Elektronenwolke des Atoms, proportional ist, 
so haben wir sicher einen zu großen Wert für Vy erhalten. 
Andererseits haben wir allerdings die Tatsache vernachlässigt, 
daß das von außen in den Kristall eindringende Davisson- 
Germer-Elektron die Kristallatome polarisiert und dadurch 
das Potential V (rt) an jedem Punkt des Kristalls etwas ver- 
größert. Doch dürfte dies gegenüber der erstgenannten Tat- 
sache nicht ins Gewicht fallen. Es ist darum wahrscheinlich, 
daß der exakt berechnete theoretische Wert des mittleren Potentials 
in der Nähe des experimentellen Mittelwertes 14,8 Volt liegt.*) 


Es ist schon früher von Rosenfeld und Witmer?) und 
unabhängig davon von mir?) darauf hingewiesen worden, daß 
das mittlere elektrostatische Potential V, im Kristall überein- 
stimmen muß mit der Austrittsarbeit W, des Richardsoneffekts 
in der Sommerfeldschen Bezeichnung.*) Es bedarf vielleicht 
nur noch einer Erläuterung, wieso bei den Elektronenbeugungs- 
versuchen W, selbst eingeht und nicht, wie beim Richardson- 
effekt die Differenz zwischen W, und der Energie W, der 
Leitungselektronen, die sich mit der Grenzgeschwindigkeit der 
Fermischen Statistik bewegen: Bei den Versuchen von 
Davisson und Germer, Thomson, Rupp hat die Energie E 
der einfallenden Elektronen gar nichts zu tun mit der Energie 
der Leitungselektronen. E wird einfach beim Übertritt in den 
Kristall um die Potentialdifferenz V,— W, vermehrt. Beim 
tichardsoneffekt hingegen vertritt W, sozusagen die kinetische 
Energie der Leitungselektronen im Kristall, und es kommt auf 
die Differenz dieser Energie zu der beim Austritt zu überwinden- 


den Potentialschwelle an, also auf W, — W,. 


1) L. Rosenfeld und E. Witmer (Ztschr. f. Phys. 49. S. 736. 1928) 
benutzten auch noch neuere Versuche von Davisson und Germer, 
sowie die Versuche von Rupp und finden den Wert 18 Volt fiir V,. 

2) L. Rosenfeld und E. Witmer, a. a. O. 

3) H. Bethe II, a. a. O. 

4) A. Sommerfeld, Ztschr. f. Phys. 47. S. 1 (besonders S. 27ff.). 

Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 8 
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Vermittels der aus Elektronenbeugungsversuchen zu ent- 
nehmenden Austrittsarbeit W, und der Konstante des Richardson- 
effekts W, — W,, die sich stets um 4 Volt herum bewegt, läßt 
sich die Energie der Leitungselektronen W, berechnen, die in 
enger Beziehung zur Zahl z der pro Atom abgespaltenen 


Leitungselektronen steht: 
h? (83Nx\’ 
( ) = 7,4 - Z's Volt (für Ni). 


Auf Grund dieser Beziehung haben Rosenfeld und Witmer 
die Zahl der Leitungselektronen pro Atom für die von Davisson 
und Germer sowie von Rupp untersuchten Metalle aus- 
gerechnet.!) Aus unserem Wert W,= 14,8 Volt und der 
Richardsonkonstante W, — W,=4 Volt folgt W, = 10,8 Volt 
und damit etwa z = 2 Leitungselektronen pro Atom?) in Über- 
einstimmung mit unserer Überlegung, daß wahrscheinlich die 
beiden N-Elektronen des freien Ni-Atoms im Kristall ab- 
gespalten werden. Der von Houston?) zur Erklärung der Leit- 
fähigkeit der Metalle als möglich hingestellte vollständige Abbau 
aller nicht abgeschlossenen Schalen im Kristallverband würde 
für Ni die Abspaltung von zehn (8 M III und 2 N I) Elektronen 
bedeuten. Daraus würde sich aber für W, der außerordentlich 
hohe Betrag von 34 Volt ergeben, der sich mit den experi- 
mentellen Resultaten von Davisson und Germer nicht ver- 
einbaren läßt. 


Der in diesem Paragraphen aus den Atomfeldern berechnete 
Wert von W, hängt natürlich ebenfalls von der angenommenen 
Zahl der Leitungselektronen pro Atom ab. Er würde beispiels- 
weise bei Nickel für jedes weitere abgespaltene Elektron um 
die Differenz der Beiträge eines Leitungselektrons (3,11 Volt) 
und eines der am schwächsten gebundenen (M III)-Elektronen 
(0,83 Volt) zu V, anwachsen, also jedesmal um 2,28 Volt. Die 
kinetische Energie der mit der „Grenzgeschwindigkeit‘‘ be- 


1) Vgl. die in der Arbeit von Rosenfeld und Witmer, a. a. O. 
angegebene Tabelle IV. Auffällig ist die große Zahl der Leitungselektronen 
für Ag (3), aber auch, daß Cu und Au nicht bloß ein Leitungselektron pro 
Atom abspalten. 

2) Rosenfeld und Witmer erhalten mit W, = 18 Volt zwei oder 
drei Leitungselektronen pro Ni-Atom (vgl. Fußnote 1 der vorigen Seite). 


3) W. Houston, Ztschr. f. Phys. 48. S. 449. 1928. rn 
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wegten Leitungselektronen W, steigt erheblich rascher mit der 
Zahl der Leitungselektronen an, wenigstens solange diese nicht 
allzu groß ist. Es wäre also an sich denkbar, durch eine ent- 
sprechend verbesserte Berechnung der Austrittsarbeit W, auch 
auf rein theoretischem Wege diejenige Zahl der Leitungselektronen 
pro Atom zu bestimmen, für die gerade die Differenz W,—W,; | 
in die Größenordnung der Richardsonschen Konstanten fällt. 
Vorläufig reicht jedoch die Genauigkeit unserer Berechnung 
von W, hierzu nicht aus. Doch ist es schon ein schönes Ergeb- 
nis, daß durch eine Kombination von Elektronenbeugungs- und 
Richardson-Versuch sich die Zahl der Leitungselektronen 
pro Atom bestimmen läßt. Soweit sich nach dem von Rupp!) © 
gelieferten und von Rosenfeld und Witmer?) ausgewerteten _ 
Material übersehen läßt, ist diese Zahl, wie auch die Austritts- 
arbeit W, selbst, für verschiedene Metalle nahezu konstant 
(gleich 2—3). Man sollte eigentlich die Abspaltung der Elek- 7 
tronen außerhalb der abgeschlossenen Schalen und Beziehung _ 
zur chemischen Valenz erwarten. Doch erscheint das Material 
noch zu klein, um bindende Schlüsse daraus zu ziehen. 


'&11. Berechnung der Fourierkoeffizienten des Potentials 


Wir gehen nunmehr dazu über, die den Potentialverlauf 
bestimmenden Fourierkoeffizienten auf Grund derselben An- _ 
nahmen iiber die Struktur der Atome zu berechnen, die wir im 
vorigen Paragraphen zur Berechnung des mittleren Potentials 
benutzt haben. Die Koeffizienten der Entwicklung?) 
V= 

führen wir vermittels der in $8 aus der elektrostatischen 
Gleichung 
AV=42e(0n— Om) 


abgeleiteten Beziehung 


auf die Fourierkoeffizienten 9, der Kern- und o,® der Elek- YA 
tounendichte zurück. Hier bedeutet g Absolutbetrag des 


1) E. a. a. O. 

2) Rosenfeld und Witmer, a. a. O. - 

3) Diese Entwicklung unterscheidet sich von der im allgemeinen in 
2 


dieser Arbeit benutzten Entwicklung ” durch Faktor 


8x2? me 
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Vektors g, der als Index bei den Fourierkoeffizienten steht, 
d.h. es ist in orthogonalen Koordinaten 


Die Fourierkoeffizienten der Elektronendichte berechnen 


sich nun bekanntlich aus 
(89) °° = J 47 ° W"dr 


worin o(t) die 4r-fache Elektronendichte im Aufpunkt tr be- 
deutet!) und die Integration über eine Elementarzelle des 
Kristalls zu erstrecken ist. Um der Tatsache Rechnung zu 
tragen, daß die Ladungswolken der Atome sich — allerdings 
mit ganz kleinen Beträgen — in fremde Elementarzellen hinein 
erstrecken, dehnen wir wieder das Integrationsgebiet bis un- 
endlich aus?) und berücksichtigen dafür nur die von den 
Atomen einer Elementarzelle herrührende Elektronendichte. 
Das Integral zerlegen wir in eine Summe gleichgebauter 
Integrale über die Elektronendichten der einzelnen Atome der 
Elementarzelle, welche sich im Aufpunkt r befinden, 9; (rt), und 
bezeichnen die Lage des iten Basisatoms mit R,, den Ortsvektor 
des Aufpunktes, bezogen auf den Kern dieses Atoms, einfach 
mit tr. Dann wird: 


( ) e, @l D e J 4 e T 


Der entsprechende Koeffizient der Kerndichte ist, da die Kerne 
keine Ausdehnung haben, mit der Bezeichnung Z, für die 
Kernladung des iten Atoms, einfach: 

| 1 
In einem Kristall aus lauter gleichen Atomen werden die 
Integrale in (90) alle gleich. Die Summen in (90) und (90a) 
stimmen dann einfach mit dem Strukturfaktor der Röntgen- 


1) Wir nehmen den Faktor 42 in die Elektronendichte mit hinein, 
um in Ubereinstimmung mit dem vorigen Paragraphen zu bleiben, und 
um nachher o einfach dem Quadrat der Eigenfunktion gleichsetzen zu 
können. 

2) Vgl. die Berücksichtigung des von fremden Elementarzellen auf die 
betrachteten ausgeübten Potentials im vorigen Paragraphen. 


Ben 
5 
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interferenztheorie überein.!) Für ein flächenzentriertes Gitter 
verschwinden so alle Fourierkoeffizienten o, mit „gemischten 
Indizes‘, während für ungemischte Indizes 


= NZ 
wird. N ist wieder die Zahl der Atome pro Volumeinheit. 


Nehmen wir nun wieder die Elektronen als kugelsymme- 
trisch verteilt an, so wird 


) 
EI n e-?rigrcos® „2 dr sin 


wo ® den Winkel zwischen der festen Richtung des Vektors g 
und dem Ortsvektor r bedeutet, der in (90) die Integrations- 
variable bildete. Die Integrationen über $ und # lassen sich 
ausführen: 


El 2rzigr — 2aigr 


(91) 


2ngr. 


o(r) ist hier wieder die Summe der 4r-fachen Dichten der 
einzelnen Elektronen im Abstand r vom Kern; und diese wieder- 
um sind gegeben durch das Quadrat des von r abhängigen 
Teils der Schrédingerschen Eigenfunktion: 


N 2% m-I!-ı)! 9 


0 


-le _e ss ‘ 


(91a) 


Zur Auswertung des Integrals in (91a) benutzen wir eine Modi- 
fikation der im vorigen Paragraphen skizzierten Wallerschen 
Methode.?) Das eine der zu berechnenden Integrale?) 


1) Wir haben bereits in § 8 die Tatsache benutzt, daB v, gleichzeitig 
mit dem Strukturfaktor für die Reflexion (h,, h,, h,) verschwindet. 

2) I. Waller, Ztschr. f. Phys. 38. S. 644. 1926. 

3) Das andere unterscheidet sich hiervon nur durch das Vorzeichen 
von 2. 
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(92a) 


unterscheidet sich nämlich von dem von Waller ausgewerteten 
Integral 


fer 


mit s =— 1 nur durch den Faktor im Exponenten von e. Dem- 
entsprechend läßt sich die Ableitung des vorigen Paragraphen 
auf unseren Fall übertragen, und man erhält, analog zu (86 a): 


1-ut 


= (274 1)!w —ut+ — 
Der Wert des Integrals (92) ist also gleich dem Faktor von 
(u t)"-'-1 in der Entwicklung von 
(n + (22 + + ie —iae(u+ —(1 —ia)ud)- 


= (n + + + +1 


t 
Nun kommen nur solche Glieder in Betracht, die u und t in 


der gleichen Potenz enthalten, d. h. von der ganzen Entwicklung 
nur der Teil: 


(n + + + pP +1+ ) 


Hier haben wir die Glieder herauszugreifen, für die der Ex- 
ponent von ut oY 


wird. Da ferner r—20=>0 sein muß, brauchen wir bloß 
Glieder mit 


q 
= 
| 
4 


yn 


in 


oßB 
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zu berücksichtigen, und bekommen 
J, = (n+ + + 
n-ı-i1 


0 


n+i+o \ 


= (n + DI2(27 + 1)!(1 + 
n—-i-1 

+1+0)! 


(n + D!3(1 + ia)-? 


n-lt—1 
(n—l-1-o)! 


3 
n—i-i1 


) 


Dies geht nach einer uninteressanten EUER der Summe 7 
über o!) über in: 


-i-1 


m—l—1\(n+l\ 


1) Es ist 


Durch Multiplikation: - 


> 


Folglich durch "für 
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Setzen wir diesen Wert fiir das Integral (92) in (91a) ein, so 
bekommen wir für den gesuchten Fourierkoeffizienten der 
Elektronendichte: 


n-t—1 
N 1 9, {n—l—1\ (ntl 
0, (— 1) [ ) 


 2ia 2n 


—(1+4ia)-?*) 
oder 
2 
(93) pie, 0 
(- o (1 + an 
Die Ausdrücke (92) lauten für die ersten drei Hauptquanten- 
zahlen: 
9 (1 + 
1- u? 2 
0, = (+ (1 — 2 a?) 
= (1 + #-. 
at + a = 
30. NV. zus 4 
0,39 = N (l — 6a*+ 
- 1- > a? + at ‘ 
(1 — | 


Die Hilfsvariable « hängt dabei von den Indizes der gesuchten 
Fourierkoeffizienten nach (92a) ab. In den einzelnen Indizes 


ausgeschrieben lautet die Beziehung (92a): Knie 
(920) 


und geht für kubische Achsen in den besonders einfachen 
Ausdruck 


= 
| 
3 
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über, welcher für die Gitterkonstante a= 3,52 AE. des 

Nickels den Wert 
2 

(92e) = 0,227 (2) +9) 


annimmt. 

Aus der Formel (93) lassen sich die Grundeigenschaften 
der Fourierentwicklung der Dichte eines (n, l)-Elektrons ab- 
lesen.t) Die Fourierkoeffizienten hängen zunächst einmal, in- 
folge der angenommenen kugelsymmetrischen Verteilung der 
Elektronen, nur ab von dem Absolutbetrag des Vektors g im 
reziproken Gitter, aber nicht von den einzelnen Indizes g,, 93 93- 
Weiterhin nähert sich für kleine Indizes g (kleine «) die erste 
Summe in (93) dem Wert 2n, die zweite der Eins, und damit 
der Fourierkoeffizient der Anzahl N der Atome pro Volum- 
einheit. Das ist ganz natürlich: Es wird nämlich die Exponential- 
funktion e?*’(sr) im ganzen Gebiet des Atoms nahezu Eins, 
und das Integral 


_ 
000 
das ja — bis auf den Faktor N — den Fourierkoeffizienten 


bestimmt, geht einfach über in das Raumintegral über die 
Diehte des (n l)-Elektrons, 


welches zu Eins normiert ist. Also muß der Fourierkoeffizient für 
kleine Indizes gleich der Zahl N der Atome pro Volumeinheit 
werden. Für große Indizes g dagegen wird die erste Summe 
n+l 

zu 2n a?™-, die zweite erhält den Wert (— (, ı) 
(da die Glieder mit kleineren Potenzen von «? vernachlässigt 
werden können), und der ganze Fourierkoeffizient wird näherungs- 
weise: 

9 n+l\e« 


n-l—1 


1) Die folgenden Uberlegungen, ebenso wie die Formel (93), wiirden 
auch — und zwar exakt — fiir die Koeffizienten des Fourierintegrals gelten, . 
durch welches man die Ladungsverteilung freier wasserstoffähnlicher Atome fr 
darstellen kann. Sie bleiben qualitativ sicher auch für Atome bestehen, 
für die man keine Wasserstoffeigenfunktionen mehr benutzen se 


ar 

4 
4 

> 
= 

=. 


und geht mit «~?\'+® gegen Null. Auch dies ist leicht verständ- 
lich: Die Oszillationen der Exponentialfunktion e?*‘%*" werden 
so rasch, daß die Beiträge der einzelnen Gebiete des Raumes 
zum Integral (90c) sich gegenseitig zerstören. Es ist zu er- 
warten, daß diese Zerstörung bei den sehr glatten Kurven der 
Dichte der Elektronen mit großem Azimutalquant / voll- 
ständiger ist als bei den Elektronen mit kleinem I, deren Dichte 
viele Maxima und Minima in radialer Richtung aufweist, und 
daß infolgedessen die Fourierkoeffizienten für die ersteren 
rascher mit wachsendem Index abfallen 2), 


Die Leitungselektronen tragen infolge ihrer angenommenen 
gleichmäßigen Verteilung über den ganzen Kristall natürlich 
nichts zu den Fourierkoeffizienten der Elektronendichte bei 
(außer zu 


Der Fourierkoeffizient der Kerndichte, den wir für Kristalle 
aus gleichen Atomen zu NZ fanden, bleibt für alle Indizes g, 
für die er überhaupt von Null verschieden ist!), konstant. Er 
wird, wenn der Index g klein ist, durch den Fourierkoeffizienten 
der Elektronendichte o,®" zu einem großen Teil aufgehoben?), 
für große Indizes g andererseits spielt der Fourierkoeffizient der 
Elektronendichte nach dem eben Gesagten ihm gegenüber keine 
Rolle mehr. Demgemäß verhält sich nach (77a) der Fourier- 
koeffizient des Potentials V, für große Indizes g wie 1/g?. 


Die Tab. 3 enthält für Nickel die Beiträge der einzelnen 
Elektronenschalen zu den Fourierkoeffizienten der Elektronen- 
dichte, solange G? = g,? + 95° + 93° < 30, ferner den Koeffi- 
zienten 0, =9,* — o" selbst bis G? = 120, beides unter Weglassung 
des Faktors N. Die vorletzte Spalte gibt den Fourierkoeffi- 
zienten V, des Potentials in Volt, die letzte den im allgemeinen 
in dieser Arbeit benutzten Koeffizienten 


9 9 ‘9 zag? 


2 2 2 
_ 3% me _ 8% 209 


ausgedrückt in der Einheit Angstrém-?. 


1) D.h. für die der Strukturfaktor nicht verschwindet. 
E 


K 
2) Für das Indextripel 0, 0, 0 wird Qo — Oo99 = 0, was einfach 
j bedeutet, daß der Kristall als Ganzes neutral ist. 
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Tabelle 3 


Fourierkoeffizienten des Potentials und der Ladungsdichte fiir Nickel 
| Beiträge zu o, 8 | = 

91 92 9s K | | mM | | SE -H 
Schale 2383 |* 

| < 

3 111 |28) —2 —7,8 |—1,45 | —4,15 | —4,85 7,75 13,4 | 3,57 
4 200 1281| —2 —7,7i—1,3 |—3,45 |—3,85 9,7 12,6 | 3,31 
8 220 |28| —2 —7,4|—0,8 |—2,15|—1,75| 13,9 9,05 | 2,38 
11 311 |28i —2 —7,3 |—0,55 |—1,35 |—0,9 15,9 7,5 1,98 
12 222 128] —2 —7,2 |—0,45 |— 1,15 |—0,7 16,5 7,15 | 1,88 
16| 400 1281| —2 —7,0 |—0,25|—0,6 |—0,15| 18,0 5,85 | 1,54 
19 331 |28| —2 —6,9 |—0,15 |—0,3 |+0,1 18,75 5,15 | 1,35 
20 420 |28| —2 —6,8|—0,1 |—0,25 |+0,15 | 19,0 4,95 | 1,30 
24 422 128! —1,95 |—6,5|—0,05|—0,1 |+0,25| 19,65 | 4,25 | 1,12 
27| 511 333/28; —1,95 |—6,4| 0,0 0,0 |+0,3 | 19,95 3,85 | 108 


| 
| 


sl | as 
91 92 9s BE >& G 91 92 Is 
= 
80 840 21,55 |1,40 1037 
32| 440 20,2 3,29! 0,87 753 911 21,65 | 1,36 | 0,36 
35| 531 20,4 |3,04/0,80] 84 32 | 21,65 [1,34 
361600 442| 20,4 |2,96 0,78] 88 664 21,75 1120 104 
401 620 | 20,6 |2,6810,11] 91 931 | 21,95 |1,26 |0,33 
43| 533 20,65 | 2,50 0,66| 96 844 22,05 |1,19 |0,31 
44| 622 | 20,65 |2,45 0,64] 99| 933 771755 | 22,10 |1.16 1030 
48 20,8 2,26 0,59| 100) 10,0,0 860 | 22,20 |1,16 |0,30 
51/551 711) 20,9 |2,14 0,56| 120| 10,4,2 22,8 10,99 |0,26 <. 
52} 640 | 209 |2,09|0,55| 150 — 135 [082 |0,21 
56| 642 | 21,0 | 1,95/ 0,51} 200)10,10,0 14,2,0 24,45 [0,76 [0,17 
10, 8, 6 
59 553 731| 21,1 | 1,86/0,49] 300 
800 | 21,1 !1,7210,45| 500 ‘ale 
67| 733 | 21.25 | 1,65) 0,43] 1000 = 
68/820 644 | 21,35 | 1,63) 0,43 | 5000 
72|822 660 | 21,4 | 1,55| 0,41 |30000 
75/751 555| 21,4 |1,49 0,39 
76| 662 | 21,4 | 1,47\0,39 


$ 12. Numerische Berechnungen der Größen 

der Elektronenbeugungstheorie 
Wir wollen die im vorigen Paragraphen gewonnenen 
Fourierkoeffizienten jetzt dazu benutzen, um für einen der von 
Davisson und Germer beobachteten ,,Lauepunkte“ die Be- 
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rechnungen der §§ 4—7 und 9 wirklich numerisch auszuführen. 
Wir wählen dazu den Reflexionspunkt (622), der im (111)- 
Azimut bei 160 Volt Elektronenenergie (im Vakuum) beobachtet 
ist.1) Fir diesen Reflexionspunkt gibt die exakte Lauesche 
Gleichung als Wellenzahl im Kristall 


h?+ hy? + 3,14 - 1,73 - 44 

Pra : 
Zur Berechnung der dynamischen Potentialgrößen 6,,, 649, G29, 
Ti1> Tig» Tog des $7 ordnen wir die Summen in (82) nach der 
Größe G?— 9,5? + 95° + 93°, die nach den Ausführungen des 
vorigen Paragraphen den Potentialkoeffizienten v, bestimmt, 
und die zum gleichen G gehörigen Summenglieder wieder nach 
dem Vorzeichen der Indizes g,, 92, g3- Permutationen der 
Indizes untereinander sind bereits in den Formeln (82) berück- 
sichtigt. 


Die Ausrechnung muß für jedes Summenglied einzeln 
durchgeführt werden, bis G so groß wird, daß keine kleinen 
Resonanznenner mehr auftreten. Für größere G kann man die 
Summation ersetzen durch eine Integration, wobei man für v 
näherungsweise F/G? mit einer passend zu wählenden Kon- 
stante F schreiben darf. 

Man erhält bei der (622)-Reflexion an Nickel für die dyna- 
mischen Potentialgrößen (82) die Werte: 


9 = 22,56 A- 

012 = 4,92 A-} » » 
= — 15,50 A-! d 
= 83,84 — 7,57 (x Am? 
= 1,04 — 11,92 A“? N 

To. = — 5,52 — 49,25 (x — x) A-? 

2 
Hiermit werden weiterhin die in $7 definierten Größen 4 
w? = — 50,3 + 717 (x — x») + 99300 (x — x,)?A-%, 


2 
099 612 $75 


1) Die Berechnung für die am genauesten untersuchte Reflexion (331) 
bei 54 Volt bietet leider deshalb ‘Schwierigkeiten, weil in der Nähe (bei 
65 Volt) die besonders starke Reflexion (111) auftritt, und der betreffende 
Strahl nicht als „schwach“ betrachtet werden kann. Die Behandlung von 
drei starken Strahlen bietet aber große rechnerische Schwierigkeiten. 
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Damit haben wir nun alles, was wir zur Berechnung der | 
uns interessierenden Größen der dynamischen Theorie brauchen: _ 

1. Für den Mittelpunkt (W = 0) des Gebietes der Selektiv- 
reflexion erhalten wir aus der Gleichung (72) 


22,56 (— 5,52 — 49,25 (x. — %9)) = — 15,50 (3,84 — 7,57 (% —%0)) 


den Wert 
Hm — % = — 0,053 Ä-1, %m = 6,75 
Die zugehörige Vakuumwellenzahl ist 
K.n= y 6,75? — 4,14 = 6,43 a, 

Also wird durch den Brechungsindex die selektiv reflektierbare 
Wellenzahl um 0,32, durch den Einfluß des Potentialverlaufs 
nach der dynamischen Theorie um 0,05 Ängström-! verschoben. 
Der Einfluß der zweiten und dritten Näherung auf die Größe der 
selektiv reflektierbaren Wellenlänge beträgt also rund ein Sechstel 
desjenigen der ersten Näherung. 

Hätte man einfach nach der zweiten Näherung diejenige 
Wellenzahl x, aufgesucht, für welche die dynamischen Potential- 
größen V Va, gerade x, als Mittelpunkt des Selektiv- 
reflexionsgebietes liefern, so hätte man für x, — x, den etwas 
größeren Wert — 0,066 Angstrém—! gefunden. 

2. Die Grenzen des Gebietes der Selektivreflexion sind ge- 
geben durch die Wurzeln der Gl. W2 =1 (vgl. § 7): 


[22,56 (— 5,52 — 49,25 (« — x,)) + 15,50 (3,84 — 7,57 (x — x,))]° 
= — 50,3 + 717 (* — x,) + 99300 (x — x,)?. 


Daraus ergibt sich x, — x) =— 0,039, x, — x) =—0,103. Das 
Gebiet der Selektivreflexion hat eine Breite von 0,064 Ängström-!, 
das sind etwa 1 Proz. der Wellenzahl. Das Auflösungsvermögen 
des Kristalls für die Elektronenbeugung st 2 

A 


(94) = etwa 100. 


3erücksichtigt man hier noch, daß unsere Rechnung die un- 
elastischen Stöße vernachlässigt, die jedenfalls das Auflösungs- 
vermögen herabsetzen, und daß die Richtung des einfallenden 
Strahls durchaus nicht scharf ist, so steht dieses Auflösungs- 
vermögen in guter Übereinstimmung mit der von Davisson | 
und Germer gemessenen Breite der Reflexionsmaxima von 
7 bis 25 Proz. der Wellenzahl, entsprechend Geschwindigkeiten Er 
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von 300 bis 50 Volt. Die Halbwertsbreite dürfte etwa die 

Hälfte davon betragen, d.h. man wird für 160 Volt mit etwa 

= 20). 
Zwicky?*) hatte aus der ersten Näherung nach der Born- 

schen Methode?) für das Auflösungsvermögen den offensichtlich 

viel zu hohen Wert 10% gefolgert. Aus unserer zweiten Näherung 


5 Proz. Halbwertsbreite rechnen können | 


würde + = 60 folgen. 
3. Die Intensität des reflektierten Strahles ist in der Tab. 5 


in Abhängigkeit von der Wellenzahl x gegeben, und zwar so- 
wohl für einen ,,dicken*‘ Kristall wie für einen solehen, der nur 


Tabelle 4 
Intensitätsverlauf der (622)-Reflexion 
(Dritte Näherung) 


| | = 6,80 Eindringungs- 
— Me | Reflektierte Intensität tiefe 
im At | in A 1 Atom- ganzer | Atom- 
schicht Kristall | schichten 

(+0,1) | (31,7) | (2,96)! (0,042) (0,059) 
0,05 | 15,1 4,20 0,008 0,029 — | En 
0 | 7,09¢ | 4,60% 0,002 0,024 — | — 
0,03 4,55 | 3,08 0,001 0,044 ae oe 
0,035 7,07 | 1,54 0,002 0,240 | — - 
0,039 8,80 1,00 0,003 1,000 133 65 
0,045 11,22 | 0,43 | 0,005 1,000 66 32 
0,053 | 14,00 | 0,00 | 0,008 1,000 50 25 
0,07 19,85 | 0,53 0,015 1,000 38 19 
0,09 26,5 0,86 0,027 1,000 35 17 
0,103 30,6 | 1,00 0,035 1,000 38 19 
0,13 39,3 | 1,20 0,055 0,444 = — 
0,15) | (45,7) (1,31) | (0,074) (0,353) _ _ 

(— 0,2) | (61,5) |(1,47)| (0,125) (0,269) _ an 


aus einer einzigen Schicht von Atomen besteht. Die Kurve 8 
veranschaulicht die Verhältnisse, doch ist dabei zu berück- 
sichtigen, daß der aus der dritten Näherung berechneten 
Intensität nur eine bedingte Richtigkeit zukommt. 

Das Reflexionsvermögen einer einzigen Schicht bewegt sich 
im Gebiet der Selektivreflexion zwischen 0,003 und 0,08, 
Damit gleichbedeutend ist die Feststellung, daß die Elektronen 


1) F. Zwicky, Proc. Nat. Acad. Sci. 13, S. 518—525. 1927. 
2) M. Born, Ztschr. f. Phys. 38. S. 803. 1926. 
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bis zur 17. bis 70. Atomschicht in den Kristall eindringen. 
Als Grenze des Eindringens wurde dabei die Stelle angenommen, 
an der der Elektronenstrom auf 10 Proz. seines urspriinglichen 
Wertes abgesunken ist. Diese Begrenzung der Eindringungs- 
tiefe der Elektronen rührt allein von dem exponentiellen 
Intensitätsabfall im Kristall wegen der selektiven Reflexion 
her. Wie weit dagegen im Normalfall die Elektronen in den 
Kristall einzudringen vermögen, hängt von ihrer Absorption 


4 ss 
004 +98 
\ 
003+96 yo 
% 002494 = 
\ 4 
001492 a 
005 [7 "0039 -0703 -075 -92 Angström"" 
Intensitätsverlauf der (622)-Reflexion 
_ Reflektierte Intensität vom ganzen Kristall S (rechte Skala) 
--- - - - - - - - - desgleichen von einer Schicht (s) (linke Skala) 
Stark ausgezogener Teil der x-Achse: Gebiet der Selektivreflexion 
Fig. 8 


vermittels unelastischer Stöße ab, die wir vernachlässigt haben. 
Aus dem Gelingen der Versuche von Rupp ist zu schließen, 
daß diese Absorption eher von etwas geringerer Größenordnung 
ist als der durch Selektivreflexion bedingte Intensitätsabfall. 
Wertet man andererseits die experimentelle Kurve der Inten- 
sität aus, die Davisson und Germer für die (331)-Reflexion 
(bei 54 Volt) gefunden haben, so findet man unter der An- 
nahme, daß die Elektronen einfach proportional dem im Kristall 
durehlaufenen Weg absorbiert werden, daß 54-Volt-Elektronen 
etwa bis zur 6. Schieht in den Kristall eindringen. Doch sind 
hier Absorption durch unelastische Stöße, Intensitätsabfall 
durch Selektivreflexion und Störung durch inhomogene Ein- 
fallsrichtung verquickt und außerdem nimmt die Eindringungs- 
tiefe sicher sehr stark mit der Elektronenenergie ab. re 


Au 
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In unserer Theorie der Elektronenbeugung fehlen noch zwei 
wichtige Faktoren, die bei exakten Intensitätsberechnungen in 
Rücksicht gezogen werden müßten: Der Einfluß der Tempe- 
raturbewegung der Atome, der nach Aussage des Experiments 
und nach den Erfolgen der Houstonschen Theorie der Leit- 
fähigkeit zu schließen!), sich in ähnlicher Weise geltend macht 
wie der Debyefaktor bei Röntgeninterferenzen; sowie die un- 
elastischen Stöße, durch welche das Elektron aus der Zahl der 
mit ursprünglicher Geschwindigkeit bewegten ausscheidet, und 
die Intensität des reflektierten Strahls vermindert wird. Das 
Studium dieser beiden Erscheinungen wäre insbesondere auch 
für eine Theorie des kontinuierlichen Untergrundes bei den Ver- 
suchen von Davisson und Germer erforderlich. 

Hiervon abgesehen, scheint die Übereinstimmung der 
Theorie mit dem Experiment, soweit die Effekte überhaupt 
beobachtbar sind, recht gut: Der Brechungsindex hat den 
theoretisch zu fordernden Gang mit der Wellenlänge, und das 
aus dem Brechungsindex zu gewinnende mittlere Potential ist 
in guter Übereinstimmung mit dem theoretisch berechneten. 
Auch das Auflösungsvermögen ergibt sich von der beobachteten 
Größenordnung. Das Reflexionsvermégen hat zwar einen wahr- 
scheinlich anmutenden Wert, ist aber noch nicht exakt mit 
dem Experiment vergleichbar. Die Verschiebung der selektiv 
reflektierbaren Wellenlängen infolge des Mitwirkens des Poten- 
tialverlaufs bei der Bestimmung ihrer Größe ist — neben Ver- 
suchsfehlern — für die Schwankungen des aus den Versuchen 
berechneten Wertes von V4 um seinen Mittelwert verantwortlich 
zu machen. Für einen exakten numerischen Vergleich muß eine 
verbesserte Berechnung der Atomfelder vorgenommen werden. 
Über die höheren Fourierkoeffizienten des Potentials läßt sich 
aus den Versuchen nichts Bindendes aussagen, dagegen ist 
eines der wichtigsten Ergebnisse der Theorie die Bestimmung 
der Austrittsarbeit W, des Richardsoneffekts. 

Hrn. Prof. Sommerfeld möchte ich für die Anregung zu 
dieser Arbeit und für die dauernde Anteilnahme und Förderung 
bei ihrem Fortgang meinen tiefsten Dank aussprechen. 


Zusammenfassung 
Nach der Wellenmechanik wird die von Davisson und 
Germer, Rupp, Thomson usw. beobachtete Beugung von 


1) W. Houston, Ztschr. f. Phys. 48. S. 449. 1928. , ae 
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Elektronen an Kristallen behandelt. In erster Näherung kann 
die beobachtete Diskrepanz zwischen Röntgenstrahl- und 
Elektronenbeugung durch einen Brechungsindex erklärt werden. 
Aus den beobachteten Brechungsindizes kann für Nickel auf 
ein beschleunigendes Potential V,= 14,8 Volt geschlossen 
werden, welches der Kristall auf Elektronen ausübt ($ 1). Die 
Dynamik des Feldes der de Brogliewellen im Kristall ($ 2) und 
die Bedingungen an seiner Oberfläche ($ 3) werden entwickelt. 
Mit der vereinfachenden Annahme, daß außer dem Primärstrahl 
nur ein starker Interferenzstrahl auftritt ($ 4), läßt sich die 
Dispersionsgleichung aufstellen. Aus ihr läßt sich, in weit- 
gehender Analogie zur Ewaldschen dynamischen Theorie der 
Röntgenreflexionen, die genauere Lage der Reflexionsmaxima 
und das „Auflösungsvermögen‘“ des Kristalls ($ 5) sowie die 
reflektierte Intensität ($ 6) bestimmen. Sodann wird die 
Näherung noch einen Schritt weitergetrieben ($ 7). 

Es werden auf Grund der entwickelten dynamischen Theorie 
der Elektronenbeugung die charakteristischen Abweichungen 
gegenüber der Röntgenreflexion erörtert ($8). Im Zusammenhang 
mit dem gegenüber Röntgenstrahlen gleicher Wellenlänge sehr 
geringen Durchdringungsvermögen weicht die Elektronenbeugung 
von der Röntgenbeugung in charakteristischer Weise ab. Auch die 
Auslöschungsgesetze der Röntgenreflexionen können unter ge- 
wissen Umständen durchbrochen sein. $9 behandelt den von 
Davison und Germer realisierten Fall der Reflexion in mehreren 
zum einfallenden Strahl symmetrischen Richtungen. Das für 
den Brechungsindex verantwortliche mittlere beschleunigende 
Potential des Kristalls auf die Elektronen wird auf Grund 
wellenmechanischer Annahmen über die Struktur der Kristall- 
atome auf rein theoretischem Wege nahezu in derselben Größe 
gefunden, wie es aus den Versuchen folgt ($ 10). Die Beziehung 
zur Austrittsarbeit beim Richardsoneffekt wird erläutert. So- 
dann werden die Fourierkoeffizienten des Potentialverlaufs ($ 11) 
und schließlich mit ihrer Hilfe in einem Beispiel die numerischen 
Werte des Reflexions- und Auflösungsvermögens usw. berechnet 
($ 12). Die Versuchsergebnisse stehen damit in befriedigender 


Übereinstimmung. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 87. 


(Eingegangen 9. Juli 1928) — 
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4. Bemerkungen zur interferometrischen Messung 
im Ultramikroskop sichtbar gemachter Teilchen; 


von UT. Gerhardt 


' a Inhalt: $1. Einleitung. — § 2. Versuchsanordnung. — § 3. Seibst- 


leuchter. — $4. Nichtselbstleuchter. A. Formfaktor. 1. Mikronen; 2. Sub- 
mikronen. B. Einfluß der Kohärenz. 1. Mikronen; 2. Submikronen. — 
$5. Zusammenfassung. 


§ 1. Einleitung 

In einer interessanten theoretischen Arbeit!) behandelte 
in diesen Annalen vor einiger Zeit R. Bechmann „die 
Methode von A. A. Michelson zur Größenbestimmung von 
Fixsternen und ihre Übertragung auf Ultramikronen“. Bech- 
mann errechnet dort an im Ultramikroskop sichtbar ge- 
machten Teilchen einen Effekt, der bei den Versuchen des 
Verfassers?) nie beobachtet wurde. Auch bestehen zwischen 
den Ergebnissen Michelsons*) und denen Bechmanns ge- 
wisse Abweichungen, und endlich bedürfen einige Voraus- 
setzungen der Bechmannschen Rechnungen der näheren Er- 
läuterung in bezug auf ihren tatsächlichen Einfluß bei der 
Messung von Teilchen. All dies rechtfertigt es, hier noch ein- 
mal die bisher vorliegenden Befunde von Theorie und Experi- 
ment zusammenhängend darzustellen und die die interfero- 
metrische Messung von Teilchen berührenden Fragen zu 
erörtern. 

$2. Versuchsanordnung 

Bei der nach Michelson benannten Methode der Astro- 
nomie mißt man einmal die Winkeldurchmesser einzelner Fix- 
sterne und zweitens die Winkelabstände zweier Sterne, die 


1) R. Bechmann, Ann. d. Phys. 84. S. 61—93. 1927. 

2) U. Gerhardt, Ztschr.f. Phys.35. S.697—717. 1926; 44. 397— 402. 
1927. Trotz Kenntnis der erstzitierten Untersuchungen des Verfassers 
werden diese von Bechmann nicht genannt. 

3) A. A. Michelson, Phil. Mag. (5.) 30 S.1—21. 1890; Nature45. 160. 
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Komponenten eines Doppelsternes sind. In einfachster Aus- 
führung!) geschieht dies bekanntlich dadurch, daß vor das Be- 
obachtungsfernrohr symmetrisch zur optischen Achse in einer 
zu dieser senkrechten Ebene ein Doppelspalt veränderlichen 
Spaltabstandes gesetzt wird. Durch Beugung an den beiden 
Spalten entstehen Interferenzen im Beugungsbild des Sternes 
bzw. der Sterne. Diese Interferenzen können durch Verände- 
rung des Spaltabstandes zum Verschwinden oder mindestens 
zu großer Verwaschenheit gebracht werden. Aus dem Abstand 
der beiden Spalte bei diesem Effekt und der vom Objekt aus- 
gestrahlten Wellenlänge wird dann die gesuchte Winkelgröße 
in einfacher Weise berechnet. 

Die Anordnung bei mikroskopischen Messungen ist im 
Prinzip die gleiche. Die Teilchen werden im Dunkelfeld eines 
Spiegeldunkelfeldkondensors sichtbar gemacht. Gute Zentrie- 
rung zwischen Beleuchtungssystem, Präparat, Doppelspalt und 
Beobachtungssystem ist wichtigste Voraussetzung für das Ge- 
lingen einer Messung. Statt des Abstandes der beiden Spalte 
benutzt man hier zur Berechnung der Objektgröße einfacher 
die jeweils von den Strahlen zur Mitte der beiden Spaltlöcher 
definierte numerische Apertur des verwandten Objektivs. 
Man kann dabei den Doppelspalt variabler Spaltdistanz?), vom 
Objekt aus betrachtet, vor oder hinter dem Objektiv einbauen. *) 
Letzteres ist wegen des größeren zur Verfügung stehenden 
Raumes unzweifelhaft vorteilhafter. *) 


§ 3. Selbstleuchter 
Die Bechmannschen Ergebnisse fiir Selbstleuchter lassen 
sich dahin zusammenfassen, daß bei Einstellung auf den be- 
schriebenen Minimumseffekt die Gleichung 


(1) 


1) Uber Modifikationen der Anordnung siehe z. B. A. A. Michelson 
a.2.0. 8.18; A. Anderson, Astr. Phys. Journ. 51. 8. 263—275. 1920. 

2) Bei den ersten Versuchen des Verfassers wurde nicht diese, son- 
dern die Entfernung Objekt-Spaltebene verändert; in der Wirkung be- 
steht kein Unterschied beider Anordnungen. Praktisch hat jedoch der 
„V-Spalt“ variabler Spaltdistanz natürlich große Vorteile für sich. 

8) O. von Baeyer und U.Gerhardt, Ztschr.f.Phys.35. S. 718—719. 
1926. 

4) Uber die Eichung des V-Spaltes mit dem Apertometer siehe 
U. Gerhardt, Ztschr. f. Phys. 44. S. 399. 1927. 
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gilt. Hierin bedeuten e den Durchmesser eines Scheibchens 
oder die Breite eines linearen Objektes, A die ausgestrahlte 
Wellenlänge, a die bis zur Mitte der beiden Spaltlöcher 
reichende numerische Apertur des benutzten Objektivs, und p, 
einen Faktor, der abhängig ist 


4. von der Form des zu messenden Objektes, a 
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2. von dem Verhältnis Spaltdistanz/Spaltbreite, 

3. von dem Gesetz der Ausstrahlung des Objektes, 
% 4. von der Ordnungszahl » des Effekts. 

Es sollen im folgenden, mit einer Ausnahme’), nur die 
Fälle erörtert werden, bei denen die Spalte als sehr schmal 
gegen ihre Abstände gelten kénnen.*) Auch soll stets gleich- 
mäßige Ausstrahlung der Objekte vorausgesetzt?), sowie, wenn 
nichts anderes bemerkt, nur das erstmalige Verschwinden der 
Interferenzen behandelt werden. 

Bei linearem Objekt erhalten Michelson und Bechmann 
übereinstimmend für den Formfaktor die Werte > 


p,=1 2; 3;.... 
Die gleichen Werte finden sich bei Schrédinger*), der die 
Michelsonsche Anordnung zu einer Untersuchung ‚über die 


1) Vgl. 8. 141. 

2) Die bei endlichem Verhältnis Spaltabstand/Spaltbreite anzubrin- 
gende Korrektur wurde bisher behandelt von: M. Hamy, Compt. rend. 127. 
S. 851—854. 1898; Bull. Astr. 16. S. 257— 274, 1899; Compt. rend. 169. 
S. 821—825. 1919; 170. S. 1148—1149. 1920; 175. S. 1123—1129. 1922; 
176. 1849—1855. 1923; Spencer Jones, Nature 107. S. 685—688. 
1921: A. Anderson, Astrophys. Journ. 51. S. 263—275. 1920; 55. 
8S. 48—70. 1922: K. Hillebrand, Wien. Ber. 110. 8. 989—1025. 1901; 
R. Bechmann, a. a. O. 

3) Den Fall ungleichmäßiger Ausstrahlung untersuchten: A. A. 
Michelson, Phil. Mag. (5)30. S. 8f. 1890; 31. S. 256—259, 1891; A. A. 
Michelson und Pease, Mt. Wilson Contr. 203. S.1—11, wo auch, wohl 
zum ersten Male, ausgesprochen wird, daB die Methode vielleicht erlaubt, 
aus der Sichtbarkeitskurve der Interferenzen die Abnahme der Helligkeit 
eines Sternes von der Mitte bis zum Rande experimentell darzustellen. Ent- 
sprechendes für Doppelsternmessungen bei A. A. Michelson, Astrophys. 
Journ.51. S. 257—262. 1920, sowie A. Anderson, ebenda 263— 275. Siehe 
ferner M.Hamy, Compt. rend. 174. S. 904—908. 1922; Spencer Jones, 
Month. Not. Roy. Astr. Soc. 82. S. 513—534. 1922; R.Bechmann, a.a.0. 

4) E. Schrödinger, Ann. d. Phys. 61. S. 69—86. 1920. Diese 
Arbeit ist dem Verfasser leider erst nach der Veröffentlichung seiner 
zitierten Mitteilungen bekannt geworden. 
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Kohärenz in weitgeöffneten Bündeln“ benutzt. Auf S. 78 seiner 
Mitteilung finden wir auch die experimentelle Bestätigung obiger 
Werte, welche sich aus Messungen an glühenden Wolfram- 
drähten ergab. 

Bei einer kreisförmigen Scheibe als Objekt erhält Bech- ; 
mann die Formfaktoren 


Pp, = 9,15, p, = 1,75), 
während bei Michelson sich deren Werte zu 
p, = 1,22; p, = 2,24 
ergeben. Mit diesen Faktoren wurde auch bei den zahlreichen 
Fixsternmessungen?) gearbeitet, deren Ergebnisse stets sehr 
nahe bei den von der Theorie geforderten Werten lagen. *) 
Bei Michelson finden wir noch den von Bechmann 
nicht behandelten Fall zweier Lichtquellen. Für deren Winkel- 
abstand ergibt sich der Ausdruck 
1 3 5 
(s = Spaltabstand bei Einstellung auf den Effekt). Experimen- 
tell bestätigt sind diese Faktoren bei Untersuchungen an einer 
Anzahl von Doppelsternen®), deren Winkelabstände sich über- 
einstimmend mit der direkten Messung, bzw. der Theorie 
ergaben. 
Sinngemäß denselben Ausdruck wie Gleichung (2) mit den- 
selben Formfaktoren p, erhält Gerhardt ) bei mikroskopischer 
Anordnung. Dort ergibt sich nämlich der lineare Abstand 


1) R. Bechmann, a. a. O. aus Fig. 4, S. 76 abgelesen. , 
2) A.A.Michelson, Phys. Rev. (2)17.S.405—406. 1921; Science (N.S.) 
57.8. 703. 1923; A. A. Michelson und Pease, Astr. Phys. Journ. 53. 8.249. 

1921; Contr. of the Mt.-Wils.-Obs. 203. S. 1—11; Spencer Jones, Na- | 

ture 107. S. 685—688. 1921; A. S. Eddington Nature 111. 8.5254. 
1923; A. Anderson Astrophys. Journ. 51. S. 263—275. 1920; u.a. 

3) A. S. Eddington a. a. O. schreibt darüber: „All the diameters 
of stars measured up to the present confirm very closely the theoretical 
values, that had been predicted for them.“ Vgl. auch E. von der 
Pahlen, Naturw. 9. S. 599—608. 1921. 

4) Astrophys. Journ. 257— 275. 1920; Mt.-Wils.-Contr. 184 u. 185; 
Compt. rend. 171. S. 15. 1920; Proc. Nat. Acad. 6. 474. 1920; siehe auch 
E. von der Pahlen, a. a. O., sowie Merril, Astrophys. Journ. 56. 
S. 40—52. 1922; Janss, Ztschr. f. Unt. 36. S. 93—96. 1923. 

5) U. Gerhardt, Berl. Diss. 1925 u. Ztschr. f. Phys. 35. S. 700f. 1926. 
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zweier diskreter leuchtender Punkte, die sich in der zur op- 

tischen Achse des Mikroskops senkrechten Einstellebene be- 

finden, nach Einstellung des Doppelspalts auf den Effekt zu 
A 1 

(3) P= FZ: 

worin a wiederum die bis zur Mitte der beiden Spaltlöcher 

reichende numerische Apertur des benutzten Objektivs ist. 


§ 4. Nichtselbstleuchter 


Wir wenden uns nunmehr. dem eigentlichen Ziel dieser 
Mitteilung zu, der Behandlung der Probleme bei der Messung 
von im Ultramikroskop sichtbar gemachten Teilchen. Solche 
Teilchen sind natiirlich ihrem Wesen nach Nichtselbstleuchter. 
Zu erörtern sind hier folgende beiden Punkte: 

A. die Beschaffenheit des Formfaktors p,, 

B. die Frage, ob die Kohärenz- bzw. Inkohärenzeigen- 
schaften des von solchen Teilchen abgebeugten Lichtes einen 
wesentlichen Einfluß auf den Effekt und die MeBergebnisse 
haben. 

Für die im folgenden geschilderten Experimente wurden 
als Versuchsmaterial stets Quecksilberkügelchen verwandt, als 
Lichtquelle stets die Punktlichtlampe. 


A. Formfaktor 
I. Mikronen 
Als wesentliches Ergebnis ist hier zunächst mitzuteilen, 
daß es gelingt, ein Hg-Kügelchen so zu beleuchten, daß ledig- 
lich die beiden Enden eines Durchmessers als inkohärente 
punktförmige Lichtquellen wirken, daß also das Teilchen wie 
ein Doppelstern „leuchtet“. Man erreicht dies folgendermaßen: 
Etwas Quecksilberdampf wird auf einem Objektträger 
niedergeschlagen. Ein feiner Haarpinsel verteilt mit einigen 
leichten Strichen den evtl. zu dicht geratenen weißgrauen 
Niederschlag, der danach unter ein Deckglas in Immersionsöl 
gebettet und mit einem der bekannten Spiegeldunkelfeldkonden- 
soren beleuchtet wird. Bei guter gegenseitiger Zentrierung 
von Beleuchtungs- und Beobachtungssystem und bei Ver- 
wendung genügend starker Objektive sieht man dann durch 
das Mikroskop in der Mitte des Gesichtsfeldes meist sofort 
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eine größere Anzahl auf dunklem Untergrund gleichmäßig hell 
leuchtender Ringe. Fig. 1 stellt einen solchen dar. Diese Ringe 
entstehen natürlich durch Beugung des durch den Kondensor 
kommenden Lichtes an den Rändern der Hg-Kügelchen. 
Nunmehr wird in den beleuchtenden Strahlengang vor 
den Dunkelfeldkondensor symmetrisch zu dessen optischer 
Achse (am besten wohl in den Diaphragmenträger des Abbe- 
schen Beleuchtungsapparates) eine (hinreichend schmale) Azimut- 
blende nach Siedentopf!) und Szegvari?) gebracht. Der 


b b 
Fig. 1 Fig. 2 


durch diese in Erscheinung tretende, in den zitierten Veröffent- 
lichungen näher beschriebene und erläuterte Azimuteffekt be- 
wirkt im Fall unserer Ringe, daß dann stets nur die beiden 
Enden eines Durchmessers leuchten, bei geeigneter Blenden- 
stellung also etwa nur die Enden a und 5. Fig. 2 stellt dies 
schematisch dar. 

Blendet man nun die Beleuchtung noch weiter so ab, daß 
nur durch eine Hälfte der Azimutblende Licht in den Dunkel- 
feldkondensor gelangt, so erreicht man, daß fast ausschließlich 
nur ein Durchmesserende leuchtet, etwa a. Die Intensitäten 
von b:a verhalten sich dabei schätzungsweise wie 1:10. Durch 


1) H. Siedentopf, Ztschr. f. wiss. Mikr. 25. S. 424—431. 1908; 29. 
8. 1—47. 1912. 
2) A. Szegvari, Phys. Ztschr. 24. S. 91—94. 1923. 
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die von dem Licht der ersten Lampe nicht durchstrahlten 
Hälfte der Azimutblende kann man nun / mit einer zweiten 
Punktlichtlampe (die wie die erste von dem Kondensor im 
Präparat abgebildet wird), beleuchten, so daß jene Intensitäten 
sich wieder wie 1:1 verhalten. Damit ist aber das am Eingang 
dieses Abschnittes Mitgeteilte erreicht: die beiden Enden eines 
Teilchendurchmessers (und nur diese) leuchten, und zwar als 
zwei diskrete, inkohärente punktförmige Lichtquellen, . 


Man bringe jetzt in den abbildenden Strahlengang die 
beiden Spalte. Die Verbindungslinie ihrer beiden Mitten möge 
z.B. in der Richtung des Teilchendurchmessers a—é verlaufen. 
Die Interferenzstreifen im Bild des Teilchens liegen dann 
parallel c—d. Falls dann bei Veränderung des Abstandes 
der beiden Spalte ein Verschwinden oder ein Verwaschenwerden 
dieser Interferenzen eintritt, muß daraus, wie bei den Doppel- 
sternmessungen der Astronomie, auf die Entfernung «a—Ö, d.h. 
auf den Durchmesser des betrachteten Teilchens geschlossen 
werden können. Jener Effekt der Interferenzen tritt aber tat- 
sächlich ein und es ergibt sich in Verbindung mit Gleichung (3) 
die richtige Teilchengröße, d. h. die in Gleichung (3) für einen 
solchen Fall mitgeteilten Formfaktoren sind durch das Experi- 
ment bestätigt. 


Verwendet man nur eine Lampe als Lichtquelle und be- 
nutzt die volle Azimutblende, so ergibt sich genau derselbe 
Effekt an genau der gleichen Stelle, d. h. auch genau die 
gleiche Teilchengröße wie bei Beleuchtung der beiden Durch- 
messerenden mit je einer Lampe. Also gelten auch hier die 
Formfaktoren p, =4; 3;.... 

Eine der Präzisionsmessungen des Verfassers sei mit- 
geteilt: 

1. Interferometrische Messung 
mit Winkel-Zeiss-Achromat 3a u. Azimutblende, Teilchen- 
durchmesser 1,40 u; 


mit Zeiss-Achromat AA u. Azimutblende, Teilchendurchmesser 1,38 u; 
mit Zeiss-Achromat A u. Azimutblende, Teilchendurchmesser 1,40 u. 


2. Direkte Messung 


mit Zeiss’ Ölimmersion 100 und Okularschraubenmikrometer, Teilchen- 
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Die Übereinstimmung ist also mit etwa 5,7°/, maximaler Ab- 
weichung eine gute. 

Läßt man endlich bei Beleuchtung mit nur einer Lampe 
die Azimutblende fort, so wirkt als Lichtquelle der oben (Fig. 1) 
dargestellte leuchtende Ring. Für eine solche ringförmige 
Lichtquelle kann der Formfaktor p, natürlich nicht mehr } , 
sein, da ja die Voraussetzung nur zweier diskreter Leucht- 
punkte nicht mehr erfüllt ist. Doch läßt sich sein Wert 
experimentell leicht ermitteln, indem man ein Teilchen inter- 
ferometrisch einmal mit und einmal ohne Azimutblende mißt, 
dabei Gleichung (3) benutzt und davon ausgeht, daß p, bei 
Verwendung der Azimutblende } ist. An größeren Teilchen 
ergab sich so für die ringförmige Lichtquelle p,’= 0,8 ein 
Wert, der mithin, wenn ohne Azimutblende gearbeitet wird, ~¥ 
an Stelle des Faktors p, = } in Gleichung (3) einzusetzen ist. 
Natiirlich kann bei der Ermittlung jenes Faktors statt der 
interferometrischen Messung mit Azimutblende auch die direkte 
Ausmessung des Teilchens benutzt werden. - 

Aus den mitgeteilten Zahlen ersieht man, wie weit eine 
ungenaue Kenntnis des Formfaktors die Zuverlässigkeit der 
Meßergebnisse beeinträchtigen kann. Durch die Benutzung 
einer genügend schmalen Azimutblende werden jedoch für 
größere Teilchen eindeutige Verhältnisse geschaffen, so daß die 
Voraussetzungen der Gleichung (3) verwirklicht mei und mit 


den dortigen Formfaktoren zu rechnen erlaubt ist.! 
II. Submikronen 


Wie gestalten sich aber die Verhiltnisse, wenn wir zur 
Messung von kleineren Mikronen und Ultramikronen iibergehen? 


1) Bei den ersten Versuchen des Verfassers ist noch ohne Azimut- 
blende gearbeitet worden. Dabei ist es fiir das Prinzip der Methode 
unerheblich, daß dort in Luft statt in Öl liegende Teilchen benutzt 
wurden. Jene Untersuchungen sollten zunächst nur zeigen, daß die inter- 
ferometrische Messung im Ultramikroskop sichtbar gemachter Teilchen 
Resultate ergab, die mit denen der direkten Messung der Größenordnung 
nach übereinstimmten. Da aber diese direkten Messungen damals noch 
mit verhältnismäßig rohen Hilfsmitteln geschahen, haftet auch ihnen ein 
merklicher Fehler an. Insbesondere ist die zweite Dezimale der Spalte VI 
in Tabelle 3 auf S. 709 jener ersten Mitteilung wertlos. Durch die Frage- 
zeichen und „ca.“ sowie im Text (S. 710 Abs. 5) ist jedoch auf die Un- i 
sicherheit der direkten Messung geniigend hingewiesen. a 2 
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Wird auch dann noch die Verwendung der Azimutblende die 
Annahme zweier diskreter Punkte als Lichtquelle an einem 
Teilchen rechtfertigen? Dazu ist zunächst mitzuteilen, daß nach 
kleineren Teilchen hin der Einfluß der benutzten Azimutblende 
abnahm. Es wurde dies daran erkannt, daß das Verhältnis der 
interferometrisch mit und ohne Azimutblende aus Gleichung (3) 
erhaltenen Formfaktoren sich dem Wert 1 nähert, wobei davon 
ausgegangen wurde, daß auch für kleinere ringförmig leuch- 
tende Teilchen p,’ = 0,8 zu setzen ist. Trotz Verwendung der 
Azimutblende ist dann p, nicht mehr } , sondern nimmt mit 
kleiner werdenden Teilchen bis 0,8 zu. 

Dieser zurückgehende Einfluß der Azimutblende dürfte 
daher kommen, daß allmählich ein — prozentual zum Gesamt- 
umfang — immer größerer Randbogen des Teilchens in dem 
von der Blende freigelassenen Beleuchtungsazimut liegt, bis 
schließlich sich das Teilchen in seiner ganzen „Breite“ in 
diesem Bereich befindet und der Einfluß der Azimutblende 
gleich Null wird. Wenn also in einer früheren Veröffentlichung }) 
für die Ölimmersion der Faktor p,’ für die ringförmige Licht- 
quelle zu 0,6 angegeben wurde, so erklärt sich das daraus, 
daß er an sehr kleinen Teilchen (unter 340 mu Durchmesser) 
unter der Annahme ermittelt worden war, daß bei Benutzung 
der Azimutblende p, =} bleibt. Die damals vermutete Ab- 
hängigkeit des Formfaktors vom Beobachtungsobjektiv dürfte 
vielmehr nicht reell und der Faktor eben nur von der Form 
der Lichtquelle bedingt sein.?) 

Die obige Annahme, daß auch für Kleinere ringförmig 
leuchtende Teilchen p,’ = 0,8 ist, experimentell zu beweisen, 


1) U. Gerhardt, Ztschr. f. Phys. 44. S. 398. 1927. Dort sind in- 
folge einer etwas anderen Darstellungsweise die Faktoren 1,2 und 1,6 
mitgeteilt; diese entsprechen genau den hier zu 0,6 bzw. 0,8 angegebenen. 

2) Daher müssen die in der soeben zitierten Veröffentlichung des 
Verfassers mit dem Faktor 0,6 berechneten Werte korrigiert werden. 
Demgemäß hat das kleinste bisher gemessene Teilchen den Durchmesser 
200 mu (statt 150 mu). Der dort für das Winkel-Zeiss- Apochromat 
7 mm mitgeteilte Faktor 0,6 für größere Teilchen kann auf Grund der 
jetzt vorliegenden neueren Messungen, deren Anzahl noch um weitere 
Untersuchungen an größeren und kleineren Teilchen unter Verwendung 
von Azimutblenden verschiedener Breiten vermehrt werden soll, nicht 
aufrecht erhalten werden. 
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ist wegen der dazu notwendigen sehr schmalen Azimutblenden 
schwieriger, weil dann die Intensität des von den Teilchen 
abgebeugten Lichtes sehr schwach wird. Es empfiehlt sich 
daher, Teilchen, an denen sich aus der Messung mit und ohne 
Azimutblende für die ringförmige Lichtquelle ein Faktor ergibt, 
der scheinbar kleiner als 0,8 ist, ohne Azimutblende zu unter- 
suchen, und in Gleichung (3) für p, den genannten Wert ein- 
zusetzen. Bei der vom Verfasser benutzten Azimutblende 
war dies für Teilchen, deren Durchmesser unter 350 mu lag, 
notwendig. 

Weiterhin schien es wichtig zu ermitteln, an wie kleinen 
Teilchen sich der Einfluß der Azimutblende auf die Inter- 
ferenzen (Verschiebung des Effektes) überhaupt noch bemerkbar 
machte. Dabei ergab sich mit der schmalsten benutzten 
Azimutblende, daß dies an Hg-Kügelchen von 270 mu Durch- 
messer noch sicher der Fall war. Daraus darf wohl geschlossen 
werden, daß auch noch an so kleinen, im Dunkelfeld der 
Spiegeldunkelfeldkondensoren sichtbar gemachten Teilchen 
lediglich deren Rand durch Beugung „leuchtet“ und daß bei 
Verwendung genügend schmaler Azimutblenden auch hier noch 
die Annahme zweier diskreter Punkte als Lichtquellen Be- 
rechtigung hätte. Verfasser glaubt, daß dies sogar bis an die 
praktisch erreichbare untere Grenze der Methode!) (d.h. bis 
etwa 120 mu) der Fall ist, wobei andererseits nicht verkannt 


1) Vgl. darüber U. Gerhardt, a.a.O. S. 711 bzw. 400. — Diese 
praktisch erreichbare untere Grenze befindet sich etwa 10 Proz. über 
der für das Objektiv theoretisch sich ergebenden. Das liegt daran, daß 
bei größer werdendem Abstand der beiden Spalte deren äußerer Rand 
schließlich von der Objektivfassung gebildet wird und dadurch bei 
weiterer Vergrößerung dieses Abstandes die Spaltlöcher enger und enger 
werden, so daß die von ihnen durchgelassene Intensität zuletzt für eine 
Beobachtung der Interferenzen nicht mehr ausreicht. — Daß sich 
überhaupt rechnerisch eine untere Grenze des Meßverfabrens aus der 
numerischen Apertur der Objektive ergibt, zeigt auch Bechmann. 
Siedentopf hatte dies noch übersehen (Zsigmondy - Festschrift 
der Kolloid-Ztschr. 36. 1925. 8.6, Abs. 1 und $.7, Abs. 2), während 
Gerhardt bei seiner speziellen Anordnung jene untere Grenze bere chnete 
(Ztschr. f. Phys. 35. S. 701f. 1926) und O. von Bayer und U. Gerhardt 
(a. a. O.) deren Vorhandensein für jede irgendwie anders gestaltete 
Anordnung zeigten. Auf anderem Wege hat auch F. Goos den Irrtum 
in Siedentopfs Anschauung aufgedeckt (Phys. Ztschr. 27. S. 202. 1926). 
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werden soll, daß irgendwann einmal bei noch kleineren Teilchen 
nicht mehr nur der Rand derselben als Lichtquelle anzusehen 
sein wird. 


Vielleicht wird auch die Verwendung von Sonnenlicht zur 
Beleuchtung, oder möglicherweise schon die von monochroma- 
tischem Licht, zu beweisen erlauben, daß jene Grenze von 270 mu, 
bis zu der sich bisher noch ein Einfluß der Azimutblende 
gezeigt hat, noch herabgesetzt werden darf. Was aber die 
bisherigen Messungen solcher Teilchen unter 270 mu Durch- 
messer anbetrifit, so darf aus der Tatsache, daß an ihnen 
der Effekt der Interferenzen genau der gleiche blieb wie an 
größeren Teilchen, wohl geschlossen werden, daß die Extra- 
polation bis zu den kleinsten bisher gemessenen Teilchen von 
200 mu durchaus statthaft ist. 


Bei all dem bleibt es natürlich wünschenswert, solche 
Teilchen unter 270 mu auch auf eine andere Weise zu messen 
und deren Ergebnisse mit denen der interferometrischen 
Messung zu vergleichen. Versuche an fallenden Teilchen 
führen hier vielleicht weiter. Endlich würden wohl auch 
interferometrische Messungen an Teilchen unter 270 mu bis 
vielleicht zu etwa 60 mu mit und ohne Azimutblende bei 
Benutzung von ultraviolettem Licht, Quarzoptik und photo- 
graphischer Beobachtung interessante Ergebnisse zeitigen. — 

Im Gegensatz zu dem bisher in diesem Abschnitt Ge- 
sagten setzt Bechmann für ein Teilchen eine zusammen- 
hänugende Lichtquelle an. Er errechnet so für ein lineares, 
nichtselbstleuchtendes, im Ultramikroskop sichtbar gemachtes 
Objekt im § 5 seiner Mitteilung, daß bei einem gewissen Ver- 
hältnis zwischen Spaltabstand und ObjektgréBe die Gesamt- 
helligkeit des Beugungsbildes ein Minimum zeigt, bei einem 
andern ein Maximum. Es ergibt sich also ein ganz neuer 
Effekt, der ein ganz anderer ist als der bei Selbstleuchtern 
auftretende und bisher benutzte. Bechmann diskutiert sein 
Ergebnis an Hand einer Photographie, die einer Skizze Sieden- 
topfs!) „über den Nachweis der Form von Ultramikronen“ 
entnommen ist. Da es sich bei jener offenbar nicht um 


1) H. Siedentopf, Zsigmondy-Festschrift, Ergänzungs-Bd. d. 
Kolloid-Ztsehr. 36. 1925. 
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lineare, oder zumindest nicht nur um lineare Objekte handelt'), 
muß, wie auch aus der Art der Diskussion Bechmanns her- 
vorgeht, angenommen werden, daß Bechmann das Phänomen 
des Minimums der Gesamthelligkeit im Beugungsbild auch 
für kreisförmige Objekte erwartet. Verfasser hat jedoch bei 
seinen sehr zahlreichen Messungen und Beobachtungen ein 
solches Phänomen niemals gesehen, obwohl dasselbe bei der 
geforderten Schärfe nicht unbemerkt hätte bleiben können. 
Nach Kenntnisnahme der Bechmannschen Arbeit wurde 
natürlich noch ausdrücklich nach dem neuen Effekt gesucht; 
er wurde jedoch auch dann niemals beobachtet, obwohl in den 
benutzten Hg-Präparaten Teilchen unter 100 mu bis über 
4000 mu in allen Zwischengrößen enthalten waren. 

Als ein Beispiel gibt Bechmann in Fig. 12 seiner Mit- 


teilung an, daß für ein Teilchen, für das ? = 2 =3 und 


4 = 2,2 sind, die Gesamthelligkeit im Beugungsbild sehr ge- 
ring wird. Hierbei bedeuten ö: Spaltabstand, a: Spaltbreite, 


2 
y=u-a.e= TE -ace= = . 7 -e, A: ausgestrahlte Wellen- 


länge, «,: numerische Apertur, die bis zur Mitte der beiden 
Spalte reicht, e: Objektlänge. — Bei der vom Verfasser be- 
nutzten Apparatur war für #= 3 bei der Ölimmersion «, = 0,97. 
Daraus berechnet sich für „= 2,2 und A = 550 mu ein 
e=595 mu. Ein Teilchen dieses Durchmessers (der inter- 
ferometrisch mit einem Apochromat 7mm von Winkel-Zeiss 
und direkt mit Zeiss’ Olimmersion 100 bestimmt war), wurde 
mit der Olimmersion interferometrisch ohne Azimutblende 
untersucht, aber der von Bechmann errechnete Effekt nicht 
bemerkt, 

Die Erklärung dieser Divergenz zwischen den Resultaten 
der theoretischen Untersuchungen und des experimentellen 
Befundes kann bei richtiger Rechnung nur in den jeweils 
gemachten Voraussetzungen gefunden werden. Die beiden 
Grundvoraussetzungen Bechmanns sind aber die, daß er als 
Objekt eine zusammenhängende leuchtende Scheibe oder 
Gerade ansetzt und daß er annimmt, daß „alle Teile der von 

1) Nach brieflicher Mitteilung von Hrn. Siedentopf läßt sich 
leider nicht mehr feststellen, was für ein Teilchenmaterial dort benutzt ist. 
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dem (nicht selbstleuchtenden) Objekt ausgehenden Strahlen 
kohärent schwingen“. Die obigen Erörterungen haben bereits 
gezeigt, daß und wie weit der Ansatz einer zusammenhängenden 
ieuchtenden Scheibe für ein Teilchen nicht den tatsächlichen 
Verhältnissen entspricht. Im folgenden soll noch kurz die 
Frage nach dem Einfluß der Kohärenz des von den Nicht- 
selbstleuchtern abgebeugten Lichtes behandelt werden. 


B. Einfluß der Kohärenz 
I. Mikronen 

Dieser Einfluß der Kohärenz kann natürlich für das MeB- 
verfahren von größter Bedeutung sein. Ist doch bei Ver- 
wendung der Gleichung (3) zur Bestimmung der Teilchendurch- 
messer stillschweigend vorausgesetzt, daB sich das von den 
Teilchenrändern abgebeugte Licht verhält, als käme es von einem 
Selbstleuchter. Diese Voraussetzung hat aber das Experiment 
bestätigt. Denn bei dem früher geschilderten Versuch mit je 
einer Lampe als Beleuchtungsquelle für je ein Ende eines 
Durchmessers ist das von diesen beiden Enden abgebeugte Licht 
untereinander sicher zum weitaus größten Teil (mindestens 
etwa wie 10:17) inkohärent. Beim Übergang von dieser Be- 
leuchtung mit zwei Lampen zu der mit einer Lampe mit und 
ohne Azimutblende ändert sich aber in dem Effekt nichts. 
Daraus darf gefolgert werden, daß eine Kohärenz die hier 
behandelten Versuche und Messungen jedenfalls nicht stört. 
Das gleiche gilt übrigens auch für Versuche, die Verfasser 
als Vorversuche?) für seine mikroskopischen Untersuchungen 
an 15—50 u dicken Drähten gemacht hat. Diese Drähte 
wurden dabei nach Art des Ultramikroskops durch eine in 
der Mitte kreisférmig ausgeblendete Linse beleuchtet und 
das von den Rändern abgebeugte Licht zur interferometrischen 
Messung der Drahtdicken benutzt, deren Werte so stets richtig 
erhalten wurden. 

Hier sei auch noch ein Versuch mitgeteilt, der an einem 
ziemlich glatten Schlitz einer dünnen Aluminiumfolie, welche 


1) Da die Intensitäten der beiden Durchmesserenden bei Beleuch- 
tung mit nur einer Lampe und halb zugedeckter Azimutblende in etwa 
diesem Verhältnis stehen (vgl. S. 135). 

2) U. Gerhardt, Berl. Diss. 1925, S. 11—13 und Tabelle II: 
Ztschr. f. Phys. 35, S. 702f. 1926. 
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| auf einen Objektträger in Immersionsöl unter ein Deckglas 
gelegt worden war, vorgenommen wurde. Die Al-Folie war 
eine der für Elektrometerblättchen üblichen. Der 2,16 u 
breite Schlitz (direkte Messung) wurde mit der vollen Apertur 1,4 
eines Hellfeldkondensors so beleuchtet, daß die Lichtquelle 
im Präparat abgebildet war. Bei der üblichen Anordnung 
von Interferenzversuchen wird dann das durch so. schmale 
Spalte tretende Licht als kohärent angesehen. Die Schlitzbreite 
wurde interferometrisch gemessen. Der Effekt war derselbe 
wie bei den sicher größtenteils inkohärenten Leuchtquellen 
des auf S.135 beschriebenen Versuches. Die Schlitzbreite ergab 
sich nach Gleichung (1), wenn nach Michelson, Schrödinger 
und Bechmann für das lineare Objekt p, = 1 gesetzt wurde 
(vgl. S. 132), zu 2,07 u, also in guter Übereinstimmung mit 
dem direkt ermittelten Wert. Wurde noch vor den Beleuch- 
tungskondensor in den Diaphragmenträger des Abbeschen 
Beleuchtungsapparates eine Lochblende von etwa 0,6 mm 
Durchmesser gelegt, so änderte sich an den mitgeteilten Beob- 
achtungen nichts. Die mit den geschilderten Anordnungen 
herstellbare Kohärenz hat also keinen Einfluß auf den Effekt 
und die Meßergebnisse. 

Erwähnenswert bei diesen Versuchen ist vielleicht noch 
folgender Umstand: Werden in das obige Bechmann sche 
Beispiel (vgl. S.141) in die Gleichung 7 = T 7 -e die Werte 
n=22,#%=3, 2=0,55p und e = 2,11 u eingesetzt, so ergibt 
sich &, = 0,274. Beidem benutzten Winkel-Zeiss- Apochromat 
7 mm liegt nun a, für @ =3 nicht weit von obigem Wert, 
nämlich bei 0,245. Trotz dieser Tatsache war keine Andeutung 
des von Bechmann geforderten Effektes zu bemerken. Viel- 
mehr lag der Michelsonsche Effekt erster Ordnung bei 


a = 0,133 und der zweiter Ordnung bei a = 0,255. — 
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II. Submikronen 
Was endlich den Einfluß der Kohärenz auf die inter- 
| ferometrische Messung von Submikronen betrifft, so darf wohl 
aus den geschilderten Versuchen und aus der Tatsache, daß der 
Effekt bei den kleinsten bisher gemessenen Teilchen genau der- 
selbe war wie bei größeren, ebenfalls gefolgert werden, daB eine 
Kohärenz auch hier die interferometrische Messung nicht stört. 
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§5. Zusammenfassung 

In einem ersten Abschnitt wird kurz an die Versuchs- 
anordnung erinnert. Sodann werden die hauptsächlichsten 
Ergebnisse von Theorie und Experiment für Selbstleuchter 
und Nichtselbstleuchter mitgeteilt und diskutiert. — Bei dem 
hier besonders interessierenden Fall der Nichtselbstleuchter 
wird zunächst der Formfaktor behandelt. Bei Benutzung einer 
genügend schmalen Azimutblende dürfen die beiden Enden des 
zu bestimmenden Teilchendurchmessers als getrennte punkt- 
förmige Lichtquellen angesehen werden, so daß für den Form- 
faktor sich die Werte p, = }, 3, ... ergeben. Für eine ring- 
förmige Lichtquelle ergibt sich an größeren Teilchen p,’ zu 
0,8. Ein Einfluß der Azimutblende macht sich noch bei 
Teilchen von 270 mu Durchmesser sicher bemerkbar, reicht 
aber sehr wahrscheinlich noch bis zu den kleinsten mit der 
Methode überhaupt meBbaren Teilchen (etwa 120 my). — 
Zweitens wird der Einfluß der Kohärenz des abgebeugten 
Lichtes behandelt. Diese Kohärenz stört mit Sicherheit nicht 
bei der Messung von Teilchen, deren Durchmesser größer als 
270 mu ist, dürfte aber auch bei der Messung noch kleinerer 
Partikelchen nichts ausmachen. Das von Bechmann errechnete 
Ergebnis des Minimums der Gesamthelligkeit eines Beugungs- 
scheibchens wurde niemals beobachtet. 


Bei den Untersuchungen wurde wieder das von der Kaiser- 
Wilhelm-Gesellschaft zur Förderung der Wissenschaften schon 
früher bereitwilligst zur Verfügung gestellte große Zeisssche 
Mikroskopstativ benutzt. Von der verwandten Optik hatte die 
Helmholtz-Gesellschaft ebenfalls schon früher einige Teile 
freundlichst beschafft. Beiden Gesellschaften sei auch hier 
wiederum dafür bestens gedankt. 


Berlin, Inst. f. Phys. d. Landw. Hochsch., 7. Juli 1928. 


(Eingegangen 10. Juli 1928) 


Berichtigung eines Druckfehlers 


In Bd. 85 der Ann. d. Phys., 3. Fußnote zu 8S. 495 heißt es: „Die 
Geschwindigkeit v..... “; es muß heißen: „Die Geschwindigkeit v..... “ 


W. Anderson. 
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